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❧❡✉#( ❝♦♥(❡✐❧( ❡' ❧❡✉# ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡' ❣#K❝❡ 3 -✉✐ ❥✬❛✐ ❛''❡✐♥' ♠♦♥ ♦❜❥❡❝'✐❢ ❛✉❥♦✉#❞✬❤✉✐✳ ▼❡#❝✐ 3 ♠❡(
❢#G#❡( ❡' (M✉# ♣♦✉# ❧❡✉#( ♣#0(❡♥❝❡(✳ ❯♥ ❣#❛♥❞ ♠❡#❝✐ 3 ❈♦#❡♥'✐♥ -✉✐ ♠✬❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛✐❞0 ❡'
❛❝❝♦♠♣❛❣♥0 ❞✉#❛♥' ❧❡( ♠♦♠❡♥'( ❞✐✣❝✐❧❡( ❡' -✉✐ ❛ '♦✉❥♦✉#( 0'0 ❧3 ♣♦✉# ♠♦✐✱ ♠❡#❝✐ ❛✉((✐ 3 (❡(
♣❛#❡♥'( ♣♦✉# ❧❡✉# ❣❡♥'✐❧❧❡((❡✳
✶✵ ❊◆■❚✲▲●W ✷✵✶✻
◆♦"❛"✐♦♥&
◆♦"❛"✐♦♥& ❡" ❆❝*♦♥②♠❡&
▼▲■ ▼♦❞✉❧❛"✐♦♥ ❞❡ ▲❛.❣❡✉. ❞✬■♠♣✉❧&✐♦♥
3❲▼ 3✉❧&❡ ❲✐❞"❤ ▼♦❞✉❧❛"✐♦♥
❙3❲▼ ❙✐♥✉&♦✐❞❛❧ 3✉❧&❡ ❲✐❞"❤ ▼♦❞✉❧❛"✐♦♥
❚❍■3❲▼ ❚❤✐.❞ ❍❛.♠♦♥✐❝ ■♥❥❡❝"✐♦♥ 3✉❧&❡ ❲✐❞"❤ ▼♦❞✉❧❛"✐♦♥
❉3❲▼ ❉✐&❝♦♥"✐♥✉♦✉& 3✉❧&❡ ❲✐❞"❤ ▼♦❞✉❧❛"✐♦♥
■●❇❚ ■♥&✉❧❛"❡❞✲●❛"❡ ❇✐♣♦❧❛. ❚.❛♥&✐&"♦.
▼❖❙❋❊❚ ▼❡"❛❧ ❖①✐❞❡ ❙❡♠✐❝♦♥❞✉❝"♦. ❋✐❡❧❞ ❊✛❡❝" ❚.❛♥&✐&"♦.
❇❏❚ ❇✐♣♦❧❛. ❏✉♥❝"✐♦♥ ❚.❛♥&✐&"♦.
●❚❖ ●❛"❡ ❚✉.♥ ❖✛
◆3❈ ◆❡✉".❛❧ 3♦✐♥" ❈❧❛♠♣❡❞
❋❈ ❋❧②✐♥❣ ❈❛♣❛❝✐"♦.
▼▼❈ ▼♦❞✉❧❛. ▼✉❧"✐❧❡✈❡❧ ❈♦♥✈❡."❡.
❍❱❉❈ ❍✐❣❤✲❱♦❧"❛❣❡ ❉✐.❡❝" ❈✉..❡♥"
❙❱▼ ❙♣❛❝❡ ❱❡❝"♦. ▼♦❞✉❧❛"✐♦♥
❇❋ ❇❛&&❡ ❋.IJ✉❡♥❝❡
❍❋ ❍❛✉"❡ ❋.IJ✉❡♥❝❡
3❙ 3❤❛&❡ ❙❤✐❢"❡❞
❈❉ ❈❛..✐❡. ❉✐&♣♦&✐"✐♦♥
3❖❉ 3❤❛&❡ ❖♣♣♦&✐"✐♦♥ ❉✐&♣♦&✐"✐♦♥
3❉ 3❤❛&❡ ❉✐&♣♦&✐"✐♦♥
❆3❖❉ ❆❧"❡.♥❛"✐✈❡ 3❤❛&❡ ❖♣♣♦&✐"✐♦♥ ❉✐&♣♦&✐"✐♦♥
❍ ❍②❜.✐❞
3❙❈3❲▼ 3❤❛&❡ ❙❤✐❢"❡❞ ❈❛..✐❡. 3✉❧&❡ ❲✐❞"❤ ▼♦❞✉❧❛"✐♦♥
❉❉▲ ❉❡❣.I& ❉❡ ▲✐❜❡."I
❙❱❉ ❙✐♥❣✉❧❛. ❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦&✐"✐♦♥
❉❙3 ❉✐❣✐"❛❧ ❙✐❣♥❛❧ 3.♦❝❡&&♦.
❚❍❉ ❚♦"❛❧ ❍❛.♠♦♥✐❝ ❉✐&"♦."✐♦♥
❋❋❚ ❋❛&" ❋♦✉.✐❡. ❚.❛♥&❢♦.♠❛"✐♦♥
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❘!"✉♠!
❘!"✉♠!
▲❡" ❝♦♥✈❡+,✐""❡✉+" ❞✬!❧❡❝,+♦♥✐1✉❡ ❞❡ ♣✉✐""❛♥❝❡ "♦♥, ❞❡ ♣❧✉" ❡♥ ♣❧✉" ❡①♣❧♦✐,!" ♥♦,❛♠♠❡♥, ❞❛♥"
❧❡" ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥" ♥!❝❡""✐,❛♥, ❧❛ ✈❛+✐❛,✐♦♥ ❞❡ ✈✐,❡""❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡"✳ ▲✬✉,✐❧✐"❛,✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦"❛♥,"
♣❧✉" ♣❡+❢♦+♠❛♥," ❡, ♣❧✉" ♣✉✐""❛♥," ❝♦✉♣❧!" 8 ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡" ",+✉❝,✉+❡" ♠✉❧,✐♥✐✈❡❛✉① ❛✉,♦+✐"❡
❧✬❛❝❝9" 8 ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝❤❛♠♣" ❛♣♣❧✐❝❛,✐❢"✱ ♦✉ ❞❡" ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡♠❡♥," 8 ♣❧✉" ❤❛✉, +❡♥❞❡♠❡♥,✳ ❈❡"
❝♦♥✈❡+,✐""❡✉+" ",❛,✐1✉❡" "♦♥, ❝❛♣❛❜❧❡" ❞❡ ❣!+❡+✱ ♣❛+ ✉♥ ♣✐❧♦,❛❣❡ ❛❞❛♣,!✱ ❧❡" ,+❛♥"❢❡+," ❞✬!♥❡+❣✐❡
❡♥,+❡ ❞✐✛!+❡♥,❡" "♦✉+❝❡" ❡, ❞✐✛!+❡♥," +!❝❡♣,❡✉+" "❡❧♦♥ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡+,✐""❡✉+ ✉,✐❧✐"!❡✳ ❆✉ "❡✐♥
❞❡ ❧✬✐♥,❡+❢❛❝❡ ❞❡ ♣✐❧♦,❛❣❡✱ ✉♥ "❝❤!♠❛ ♣❛+,✐❝✉❧✐❡+ ♣❡+♠❡, ❞❡ ❣!♥!+❡+ ❞❡" "✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
♣♦✉+ ❧❡" ✐♥,❡++✉♣,❡✉+"✱ ✐❧ "✬❛❣✐, ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛,✐♦♥ ❡, ♣❡✉, @,+❡ ✈✉❡ ♣❛+ ❞❡✉① ❛♣♣+♦❝❤❡" ❞✐✛!+❡♥,❡" ✿
▲✬❛♣♣+♦❝❤❡ ✐♥,❡+"❡❝,✐✈❡ ✐""✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛+❛✐"♦♥ ♠♦❞✉❧❛♥,❡✲♣♦+,❡✉"❡ ✭❛♣♣❡❧!❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐"
❝❛++✐❡+ ❜❛"❡❞ D❲▼✮ ❡, ❧✬❛♣♣+♦❝❤❡ ✈❡❝,♦+✐❡❧❧❡ ♦H ❧❡" "✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣✐❧♦,❛❣❡ ❞❡" ,+♦✐" ❜+❛" ❞❡ ♣♦♥,"
"♦♥, ❝♦♥"✐❞!+!" ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✈❡❝,❡✉+ ❣❧♦❜❛❧ ✉♥✐1✉❡ ✭❛♣♣❡❧!❡ ▼♦❞✉❧❛,✐♦♥ ❱❡❝,♦+✐❡❧❧❡ ❙❱▼✮✳ ▲❡ ❜✉,
❞❡ ❧❛ ▼▲■ ❡", ❞❡ ❣!♥!+❡+ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉+ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ,❡♥"✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉" ♣+♦❝❤❡ ♣♦""✐❜❧❡ ❞✉ "✐❣♥❛❧
♠♦❞✉❧!✳
▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✉"✉❡❧❧❡ ♣❛+ ❝♦♠♣❛+❛✐"♦♥ ♠♦❞✉❧❛♥,❡✲♣♦+,❡✉"❡ ❞❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞❡" ❛+❝❤✐,❡❝,✉+❡"
♠✉❧,✐♥✐✈❡❛✉① ♥!❝❡""✐,❡ ❛✉,❛♥, ❞❡ ♣♦+,❡✉"❡" ,+✐❛♥❣✉❧❛✐+❡" 1✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡" 8 ❝♦♠♠❛♥❞❡+
❛✉ "❡✐♥ ❞✬✉♥ ❜+❛"✳ D❧✉" ❣!♥!+❛❧❡♠❡♥,✱ ❧❛ ",+❛,!❣✐❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛,✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡" ,♦♣♦❧♦❣✐❡"
♠✉❧,✐♥✐✈❡❛✉① ❡", ❝❤♦✐"✐❡ ❡♥ "❡ ❜❛"❛♥, "✉+ ❞❡" ❝+✐,9+❡" 8 ♦♣,✐♠✐"❡+ ❧✐!" 8 ❧❛ 1✉❛❧✐,! ❞❡" ❢♦+♠❡"
❞✬♦♥❞❡" ♣+♦❞✉✐,❡" ♦✉ ♦❜,❡♥✉❡"✱ "✉✐,❡ 8 ❧❛ ❝♦♥✈❡+"✐♦♥✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ✈❛+✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ 8
✐♠♣❧!♠❡♥,❡+ ❞❛♥" ❧❡ "❝❤!♠❛ ▼▲■ ❢❛✐, ❛♣♣❡❧ 8 ❧✬❡①♣❡+,✐"❡ ❞❡ ❧✬❡①♣!+✐♠❡♥,❛,❡✉+ ❡, "❡ +!❢9+❡ ♣❡✉
❛✉ ♠♦❞9❧❡ ♠❛,❤!♠❛,✐1✉❡ ✐♥✐,✐❛❧ 1✉✐ ♣❡✉,✲@,+❡ !,❛❜❧✐, ♣♦✉+ ❝❛+❛❝,!+✐"❡+ ❧❡ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡♠❡♥, ❞❡
❧✬❛+❝❤✐,❡❝,✉+❡ ❞✬!❧❡❝,+♦♥✐1✉❡ ❞❡ ♣✉✐""❛♥❝❡✳ ❊♥ ❝❡ 1✉✐ ❝♦♥❝❡+♥❡ ❧❡" ",+❛,!❣✐❡" ✈❡❝,♦+✐❡❧❧❡" ❙❱▼✱
✉♥❡ ❛❜"❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞9❧❡ ❝♦♠♣❛,✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡" ♠♦❞9❧❡"✱ ❜❛"!" "✉+ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛+❛✐"♦♥ ♠♦❞✉❧❛♥,❡✲
♣♦+,❡✉"❡✱ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉+" ❡", ❝♦♥",❛,!❡✳
▲❡" ,②♣❡" ❞✬♦♥❞✉❧❡✉+" ,+✐♣❤❛"!" 8 ❞❡✉① ♦✉ 8 N ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ,❡♥"✐♦♥ ❛❞♠❡,,❡♥, ✉♥ ♠♦❞9❧❡
"♦✉" ❢♦+♠❡ ❞✬!1✉❛,✐♦♥" ❞✬✉♥ "②",9♠❡ ❧✐♥!❛✐+❡ ❝♦♠♣❛,✐❜❧❡ 1✉✐ "✬!❝+✐, "♦✉" ❧❛ ❢♦+♠❡ V = f(α)
❞❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞✬✉♥❡ ▼▲■ "✐♥✉"♦N❞❛❧❡ ❡, V = f(τ) ❞❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞✬✉♥❡ ❙❱▼✱ ❛✈❡❝ V ❧❡" ,❡♥"✐♦♥"
❞❡ ♣❤❛"❡✱ α ❧❡" +❛♣♣♦+," ❝②❝❧✐1✉❡" ❡, τ ❧❡" ✐♥",❛♥," ❞❡ ❝♦♠♠✉,❛,✐♦♥✳ ❉❛♥" ❝❡,,❡ ❝♦♥✜❣✉+❛,✐♦♥
❜❛"✐1✉❡ ✐❧ ❡", ❝♦♥",❛,! 1✉❡ ❧❛ ♠❛,+✐❝❡ ❧✐❛♥, ❝❡" ,❡♥"✐♦♥" ❛✉① +❛♣♣♦+," ❝②❝❧✐1✉❡" ✭♦✉ ❛✉① ✐♥",❛♥,"
❞❡ ❝♦♠♠✉,❛,✐♦♥✮ ♥✬❛❞♠❡, ♣❛" ❞✬✐♥✈❡+"❡✱ ❝❡ 1✉✐ +❡✈✐❡♥, 8 ❞✐+❡ 1✉✬✐❧ ♥✬❡", ♣❛" ♣♦""✐❜❧❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡"
,❤!♦+✐❡" ✉"✉❡❧❧❡" ❞❡" ❢♦♥❝,✐♦♥" ❧✐♥!❛✐+❡"✱ ❞❡ +!"♦✉❞+❡ ❝❡ "②",9♠❡ ❛✜♥ ❞✬❡①♣+✐♠❡+ ❧❡" +❛♣♣♦+,"
❝②❝❧✐1✉❡" ✭♦✉ ❧❡" ✐♥",❛♥," ❞❡ ❝♦♠♠✉,❛,✐♦♥✮ ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡" ,❡♥"✐♦♥" ❞❡ +!❢!+❡♥❝❡"✳ ❈✬❡", ❝❡ 1✉✐
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❘!"✉♠!
❡①♣❧✐*✉❡ *✉✬❛✉❥♦✉/❞✬❤✉✐ ✉♥ ❜♦♥ ♥♦♠❜/❡ ❞✬✐♠♣❧!♠❡♥4❛4✐♦♥" ♣/❛4✐*✉❡" ❞❡ ♠♦❞✉❧❛4✐♦♥ "❡ ❢❛✐4✱
"✉✐4❡ 7 ✉♥❡ ❛♥❛❧②"❡ ❡①♣!/✐♠❡♥4❛❧❡ ❞❡" ❝♦♥"!*✉❡♥❝❡" ❞✬✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ "4/❛4!❣✐❡ "✉/ ❧❡" ✈❛/✐❛❜❧❡"
❞✬✐♥4!/<4✳
❈❡44❡ !4✉❞❡ ♣/♦♣♦"❡ ❧❡ ❞!✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥4 ❞✬✉♥❡ ❢♦/♠✉❧❛4✐♦♥ ❣!♥!/✐*✉❡ ♣♦✉/ ❧❛ ♠♦❞!❧✐"❛4✐♦♥
❞❡" ♦♥❞✉❧❡✉/" ❞❡ 4❡♥"✐♦♥ ❡4 ❡♥ ♣❛/4✐❝✉❧✐❡/ ❞❡" ♦♥❞✉❧❡✉/" ♠✉❧4✐♥✐✈❡❛✉①✳ ❈❡44❡ ♠!4❤♦❞❡✱ ♣♦✉/ ❧❛
❢♦/♠✉❧❛4✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞?❧❡" ❣!♥!/✐*✉❡"✱ ❡"4 ♣❡♥"!❡ ♣♦✉/ ❢❛❝✐❧✐4❡/ ❧❛ ♠✐"❡ ❡♥ @✉✈/❡ ❞❡" "4/❛4!❣✐❡"
❞❡ ♠♦❞✉❧❛4✐♦♥✳ ▲✬❡①4❡♥"✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞?❧❡ ♠♦②❡♥ ♦❜4❡♥✉ ♣♦✉/ ❧❡" "②"4?♠❡" 4/✐♣❤❛"!" ❡"4 /!❛❧✐"!❡
♣♦✉/ ❧❡" "4/✉❝4✉/❡" ✉"✉❡❧❧❡" 7 N ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ 4❡♥"✐♦♥ 4❡❧❧❡" *✉❡ ❧❛ "4/✉❝4✉/❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉/ ❞❡ 4②♣❡
7 ❝❛♣❛❝✐4!" ✢♦44❛♥4❡" ❡4 ❞❡ 4②♣❡ ♣♦♥4 ❡♥ ❍✳ ▲✬✐❞!❡ ❡"4 ❞❡ ❣!♥!/❛❧✐"❡/ ❧❡ ♠♦❞?❧❡ ❡4 ❧❛ ♠!4❤♦❞❡
"✉/ ❞❡" ❛/❝❤✐4❡❝4✉/❡" /!❡❧❧❡" ♠✉❧4✐♥✐✈❡❛✉①✱ *✉❡ ❝❡ "♦✐4 ♣❛/ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛4✐♦♥ ▼▲■ "✐♥✉"♦F❞❛❧❡ ❡♥
❡①♣/✐♠❛♥4 ❧❡" /❛♣♣♦/4" ❝②❝❧✐*✉❡" ❝♦♠♠❡ ✈❛/✐❛❜❧❡ ❞❡ "♦/4✐❡✱ ♦✉ ❧❛ ❙❱▼ ❡①♣/✐♠❛♥4 ❧❡" ✐♥"4❛♥4"
❞❡ ❝♦♠♠✉4❛4✐♦♥✳ ❈❡44❡ ❛♣♣/♦❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞!❧✐"❛4✐♦♥ ❝♦♥"✐"4❡ 7 ❡①♣/✐♠❡/ ♠❛4❤!♠❛4✐*✉❡♠❡♥4 ❧❡"
❡♥"❡♠❜❧❡" ❞❡ "♦❧✉4✐♦♥" ♣♦✉/ ❧❛ ❣!♥!/❛4✐♦♥ ❞❡" "4/❛4!❣✐❡" ❞❡ ♠♦❞✉❧❛4✐♦♥ ♣♦✉/ ♣❧✉"✐❡✉/" ❛/❝❤✐✲
4❡❝4✉/❡" ❞✬♦♥❞✉❧❡✉/" !4✉❞✐!"✳ ❈❡❧❛ ❡♥ ✉4✐❧✐"❛♥4 ✉♥ ♦✉4✐❧ ♠❛4❤!♠❛4✐*✉❡ ♣❡/♠❡44❛♥4 ❧❛ /!"♦❧✉4✐♦♥
❞❡" "②"4?♠❡" ❧✐♥!❛✐/❡"✳ ▲❛ /!"♦❧✉4✐♦♥ ❞❡ ❝❡" "②"4?♠❡" ❞✬!*✉❛4✐♦♥" ❧✐♥!❛✐/❡" ❝♦♠♣❛4✐❜❧❡" ♣❡/♠❡4
❞❡ 4/♦✉✈❡/ ❞❡" ❞❡❣/!" ❞❡ ❧✐❜❡/4!✱ 7 ✐❞❡♥4✐✜❡/ ❞❛♥" ✉♥ ♣/❡♠✐❡/ 4❡♠♣"✱ ♣✉✐" 7 ❡①♣/✐♠❡/ ❞❛♥"
✉♥ ❞❡✉①✐?♠❡ 4❡♠♣" ❡♥ !4❛❜❧✐""❛♥4 ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡" ❝/✐4?/❡" 7 ♦♣4✐♠✐"❡/ ♣♦✉/ ❞❡" ❛/❝❤✐4❡❝4✉/❡"
❞♦♥♥!❡"✳
❉❡✉① ❡①❡♠♣❧❡" ❞✬❛♣♣❧✐❝❛4✐♦♥ ♦♥4 !4! ♠✐" ❡♥ @✉✈/❡✱ ✉♥ ♣/❡♠✐❡/ ❝♦♥❝❡/♥❡ ❧❡" ♦♥❞✉❧❡✉/" ❝❧❛"✲
"✐*✉❡" 7 ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ 4❡♥"✐♦♥ ❡4 ❧❡ ❞❡✉①✐?♠❡ ✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉/ 7 ❝❛♣❛❝✐4!" ✢♦44❛♥4❡" 7 4/♦✐"
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ 4❡♥"✐♦♥✳ ▲❡" /!"✉❧4❛4" ❞❡ "✐♠✉❧❛4✐♦♥ ❡4 ❞✬❡①♣!/✐♠❡♥4❛4✐♦♥ "❡/♦♥4 ✐❧❧✉"4/!"✳
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❆❜"#$❛❝#
❆❜"#$❛❝#
❚❤❡ ♣♦✇❡$ ❡❧❡❝#$♦♥✐❝ ❝♦♥✈❡$#❡$" ❛$❡ ✐♥❝$❡❛"✐♥❣❧② ❡①♣❧♦✐#❡❞ ✐♥ ♣❛$#✐❝✉❧❛$ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥" $❡6✉✐✲
$✐♥❣ ✈❛$✐❛❜❧❡ "♣❡❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡"✳ ❚❤❡ ✉"❡ ♦❢ ♠♦$❡ ❡✣❝✐❡♥# ❛♥❞ ♠♦$❡ ♣♦✇❡$❢✉❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥#" ❝♦✉♣❧❡❞
✇✐#❤ ♥❡✇ ♠✉❧#✐❧❡✈❡❧ "#$✉❝#✉$❡" ✇✐❞❡♥" #❤❡ ✜❡❧❞" ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇" ❤✐❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢✉♥❝#✐♦✲
♥✐♥❣✳ ❚❤❡"❡ ❝♦♥✈❡$#❡$" ❛$❡ ❛❜❧❡ #♦ ♠❛♥❛❣❡✱ ✇✐#❤ ❛ "✉✐#❛❜❧❡ ❝♦♥#$♦❧✱ #❤❡ ❡♥❡$❣② #$❛♥"❢❡$ ❜❡#✇❡❡♥
❞✐✛❡$❡♥# "♦✉$❝❡" ❛♥❞ ❞✐✛❡$❡♥# $❡❝❡✐✈❡$" ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ #❤❡ ✉"❡❞ ❝♦♥✈❡$#❡$ ❢❛♠✐❧②✳ ■♥ #❤❡ ❝♦♥#$♦❧
✐♥#❡$❢❛❝❡✱ ❛ ♣❛$#✐❝✉❧❛$ ♣❛##❡$♥ ✐" ✉"❡❞ #♦ ❣❡♥❡$❛#❡ ❝♦♥#$♦❧ "✐❣♥❛❧" ❢♦$ #❤❡ "✇✐#❝❤❡"✱ ✐# ✐" #❤❡
♠♦❞✉❧❛#✐♦♥✳ ●❡♥❡$❛❧❧②✱ #❤❡ ♠♦❞✉❧❛#✐♦♥ "#$❛#❡❣② #❛❦❡" #✇♦ ❢♦$♠" ✿ ❛ ▼♦❞✉❧❛#✐♦♥ ❜❛"❡❞ ♦♥ ❝♦♠✲
♣❛$❛✐"♦♥ ♠♦❞✉❧❛#✐♥❣ ✲ ❝❛$$✐❡$ ✭❈❛$$✐❡$ ❜❛"❡❞ F✉❧"❡ ❲✐❞#❤ ▼♦❞✉❧❛#✐♦♥✱ ✭❈F❲▼✮✮ ♦$ ❛ ❱❡❝#♦$
▼♦❞✉❧❛#✐♦♥ ✭❙❱▼✮✳ ❚❤❡ ♣✉$♣♦"❡ ♦❢ #❤❡ F❲▼ ✐" #♦ ❣❡♥❡$❛#❡ ❛ "✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ❤❛" ❛ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡
❛" ♥❡❛$❡"# ❛" ♣♦""✐❜❧❡ #♦ #❤❡ ❞❡"✐$❡❞ "✐♥✉"♦✐❞❛❧ "✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ✉"✉❛❧ ❝♦♥#$♦❧ ❜② F❲▼✱ ✐♥ #❤❡ ❝❛"❡
♦❢ ♠✉❧#✐✲❧❡✈❡❧ ❛$❝❤✐#❡❝#✉$❡"✱ $❡6✉✐$❡" ❛" ♠❛♥② #$✐❛♥❣✉❧❛$ ❝❛$$✐❡$" ❛" #❤❡$❡ ❛$❡ ❝❡❧❧" #♦ ❜❡ ❝♦♥#$♦❧✲
❧❡❞ ✇✐#❤✐♥ ❛♥ ❛$♠✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛#✐♦♥ "#$❛#❡❣② "❡❧❡❝#✐♦♥ ❢♦$ ❡❛❝❤ ♠✉❧#✐❧❡✈❡❧ #♦♣♦❧♦❣② ✐" ❜❛"❡❞ ♦♥
♦♣#✐♠✐③✐♥❣ ❝$✐#❡$✐❛" $❡❧❛#❡❞ #♦ #❤❡ 6✉❛❧✐#② ♦❢ #❤❡ ♣$♦❞✉❝❡❞ ✇❛✈❡❢♦$♠" ❛❢#❡$ #❤❡ ❝♦♥✈❡$"✐♦♥✳ ❚❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ #❤❡ ✈❛$✐❛❜❧❡ #♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥# ✐♥ #❤❡ F❲▼ "❝❤❡♠❡ $❡6✉✐$❡" ❡①♣❡$#✐"❡ ♦❢ #❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥#❡$
❛♥❞ $❡❢❡$" ❧✐##❧❡ #♦ #❤❡ ✐♥✐#✐❛❧ ♠❛#❤❡♠❛#✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ #❤❛# ❝❛♥ ❜❡ ❡"#❛❜❧✐"❤❡❞ #♦ ❝❤❛$❛❝#❡$✐③❡ #❤❡
♦♣❡$❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♣♦✇❡$ ❡❧❡❝#$♦♥✐❝" ❛$❝❤✐#❡❝#✉$❡✳ ❈♦♥❝❡$♥✐♥❣ #❤❡ ✈❡❝#♦$ "#$❛#❡❣✐❡" ❙❱▼✱ #❤❡ ❧❛❝❦
♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛#✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐#❤ F❲▼ ✐♥✈❡$#❡$" ✐" ♦❜"❡$✈❡❞✳ ❚❤❡ #❤$❡❡✲♣❤❛"❡ ✐♥✈❡$#❡$" ✇✐#❤ #✇♦ ♦$
N ✈♦❧#❛❣❡ ❧❡✈❡❧" ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ #❤❡ ❢♦$♠ ♦❢ ❡6✉❛#✐♦♥" ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛#✐❜❧❡ ❧✐♥❡❛$ "②"#❡♠ #❤❛#
✐" ✇$✐##❡♥ ❛" V = f(α) ✐♥ #❤❡ ❝❛"❡ ♦❢ ❛ "✐♥✉"♦✐❞❛❧ F❲▼ ❛♥❞ V = f(τ) ✐♥ #❤❡ ❝❛"❡ ♦❢ ❙❱▼✱
✇✐#❤ V $❡♣$❡"❡♥#" ♣❤❛"❡ ✈♦❧#❛❣❡"✱ α ✐" ❛ ❞✉#② ❝②❝❧❡ ❛♥❞ τ #❤❡ "✇✐#❝❤✐♥❣ ✐♥"#❛♥#"✳ ■♥ #❤✐" ❜❛"✐❝
❝♦♥✜❣✉$❛#✐♦♥✱ ✐# ✐" ❢♦✉♥❞ #❤❛# #❤❡ ♠❛#$✐① ❧✐♥❦✐♥❣ #❤❡"❡ ✈♦❧#❛❣❡" ❞✉#② ❝②❝❧❡" ✭♦$ "✇✐#❝❤✐♥❣ #✐♠❡"✮
❛❞♠✐#" ♥♦ ✐♥✈❡$"❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥" #❤❛# ✐# ✐" ♥♦# ♣♦""✐❜❧❡ ✇✐#❤ #❤❡ ✉"✉❛❧ ❧✐♥❡❛$ ❢✉♥❝#✐♦♥" #❤❡♦$✐❡" #♦
"♦❧✈❡ #❤✐" "②"#❡♠ ✐♥ ♦$❞❡$ #♦ ❡①♣$❡"" #❤❡ ❞✉#② $❛#✐♦" ✭♦$ #❤❡ ✐♥"#❛♥#" ♦❢ "✇✐#❝❤✐♥❣✮ ❛" ❛ ❢✉♥❝#✐♦♥
♦❢ #❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡ ✈♦❧#❛❣❡"✳ ❚❤✐" ✐" #❤❡ $❡❛"♦♥ #❤❛# #♦❞❛② ❛ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♣$❛❝#✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥#❛#✐♦♥"
♦❢ ♠♦❞✉❧❛#✐♦♥ ✐" ❞♦♥❡ ❛❢#❡$ ❡①♣❡$✐♠❡♥#❛❧ ❛♥❛❧②"✐" ♦❢ #❤❡ ❝♦♥"❡6✉❡♥❝❡" ♦❢ "#$❛#❡❣② ❝❤♦✐❝❡" ♦♥
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❆✜♥ ❞❡ "#♦✉✈❡# ✉♥❡ /♦❧✉"✐♦♥ 5 ❝❡ ♣#♦❜❧B♠❡ ❡" ✉"✐❧✐/❡# ❞❡/ ❝♦♠♣♦/❛♥"/ ❞✬*❧❡❝"#♦♥✐2✉❡ ❞❡
♣✉✐//❛♥❝❡ ♣❧✉/ ♣❡#❢♦#♠❛♥"/✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡/ /"#✉❝"✉#❡/ ❞❡ ❝♦♥✈❡#"✐//❡✉#/ ♦♥" *"* ❞*✈❡❧♦♣♣*❡/ "❡❧❧❡/
2✉❡ ❧❡/ ✧❈♦♥✈❡#"✐//❡✉#/ ♠✉"❧✐♥✐✈❡❛✉①✧✳ ❚♦✉" ❝♦♥✈❡#"✐//❡✉# ♣♦//*❞❛♥" ❛✉ ♠♦✐♥/ "#♦✐/ ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ "❡♥/✐♦♥ ♣❛# ❜#❛/ ❢❛✐" ♣❛#"✐❡ ❞❡/ ❢❛♠✐❧❧❡/ ❞❡/ ❝♦♥✈❡#"✐//❡✉#/ ♠✉❧"✐♥✐✈❡❛✉①✱ ❝✬❡/" 5 ❞✐#❡ 2✉❡ ❧❛
"❡♥/✐♦♥ ❞❡ /♦#"✐❡ ♣❡✉" ♣#❡♥❞#❡ ❛✉ ♠♦✐♥/ "#♦✐/ ✈❛❧❡✉#/ ❞✐✛*#❡♥"❡/ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡/ ❞❡✉① "#❛❞✐"✐♦♥♥❡❧✲
❧❡♠❡♥" ✉"✐❧✐/*/✳ ■❧/ ❝♦♥/✐/"❡♥" 5 ♠❡""#❡ ❡♥ /*#✐❡ ❧❡/ ✐♥"❡##✉♣"❡✉#/ ❞❡ ♣✉✐//❛♥❝❡ ❛✜♥ ❞✬❛❝❝#♦H"#❡
❧❛ "❡♥/✐♦♥ ❝♦♠♠✉"*❡ ❡" ❞✬❛//✉#❡# ❧❛ #*♣❛#"✐"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥"#❛✐♥"❡ ❡♥ "❡♥/✐♦♥ /✉# ❞✐✛*#❡♥"/ ✐♥✲
"❡##✉♣"❡✉#/✳ ■❧/ ♣❡#♠❡""❡♥" ❛✉//✐ ❞✬✉"✐❧✐/❡# ❞❡/ ❝♦♠♣♦/❛♥"/ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡/ ❝❛❧✐❜#❡/ 2✉✐ /♦♥" ❞♦♥❝
♠♦✐♥/ ❝♦I"❡✉① ❡" ♣❧✉/ ♣❡#❢♦#♠❛♥"/✳ ▲✬❛✈❛♥"❛❣❡ ❞❡ ❝❡/ /"#✉❝"✉#❡/ ♠✉❧"✐♥✐✈❡❛✉① #*/✐❞❡ ❞❛♥/ ❧❡✉#
❝❛♣❛❝✐"* 5 ❛♠*❧✐♦#❡# ❧❡/ ❢♦#♠❡/ ❞✬♦♥❞❡ ❡" ❧❡/ /♣❡❝"#❡/ ❤❛#♠♦♥✐2✉❡/ ❞❡/ ❣#❛♥❞❡✉#/ ❞❡ /♦#"✐❡✳
▲❡/ 2✉❛"#❡ ♣#✐♥❝✐♣❛❧❡/ "♦♣♦❧♦❣✐❡/ ♠✉❧"✐♥✐✈❡❛✉① ✉"✐❧✐/*❡/ /♦♥" ✿
• ▲❛ "♦♣♦❧♦❣✐❡ 5 ❞✐♦❞❡/ ❝❧❛♠♣*❡/ ✭◆M❈✲◆❡✉"#❛❧ M♦✐♥" ❈❧❛♠♣❡❞✮ ♣❡#♠❡" ❞❡ ❝❧❛♠♣❡# ❧❡/
✐♥"❡##✉♣"❡✉#/ ♦✉✈❡#"/ ♣❛# ❧✬✐♥"❡#♠*❞✐❛✐#❡ ❞❡/ ❞✐♦❞❡/ ❞❡ ❝❧❛♠♣❛❣❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡#♠❡" ❛✉//✐ ❞❡
#*❞✉✐#❡ ❧❡ "❛✉① ❞❡ ❞✐/"♦#/✐♦♥ ❤❛#♠♦♥✐2✉❡✱ ❧✐♠✐"❛♥" ❛✐♥/✐ ❧❛ "❛✐❧❧❡ ❞❡/ *❧*♠❡♥"/ ❞❡ ✜❧"#❛❣❡✳
• ▲❛ "♦♣♦❧♦❣✐❡ ❜❛/*❡ /✉# ❞❡/ ❝❡❧❧✉❧❡/ ✐♠❜#✐2✉*❡/ ✭"♦♣♦❧♦❣✐❡ 5 ❝❛♣❛❝✐"*/ ✢♦""❛♥"❡/ ❋❈✲❋❧②✐♥❣
❈❛♣❛❝✐"♦# ♦✉ ❡♥❝♦#❡ "♦♣♦❧♦❣✐❡ ♠✉❧"✐❝❡❧❧✉❧❛✐#❡✮ ♣❡#♠❡" ❞❡ #*♣❛#"✐# ❧❡/ "❡♥/✐♦♥/ ❛✉① ❜♦#♥❡/
❞❡/ /❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝"❡✉#/ ♠✐/ ❡♥ /*#✐❡ ♣❛# ❧✬✐♥"❡#♠*❞✐❛✐#❡ ❞❡/ ❝♦♥❞❡♥/❛"❡✉#/ ✢♦""❛♥"/✳ ❊❧❧❡
❥♦✉❡ ❛✉//✐ ✉♥ #R❧❡ /✉# ❧❛ #*❞✉❝"✐♦♥ ❞✉ "❛✉① ❞❡ ❞✐/"♦#/✐♦♥ ❤❛#♠♦♥✐2✉❡✳
• ▲❛ "♦♣♦❧♦❣✐❡ ❜❛/*❡ /✉# ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ /*#✐❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉#/ ♠♦♥♦♣❤❛/*/ /✉# ❝❤❛2✉❡ ♣❤❛/❡ ✭"♦♣♦✲
❧♦❣✐❡ ❡♥ ❝❛/❝❛❞❡ ♦✉ ♣♦♥" ❡♥ ❍✮✱ ♣#*/❡♥"❡ ❧✬*♥♦#♠❡ ❛✈❛♥"❛❣❡ ❞✬T"#❡ ♠♦❞✉❧❛✐#❡✱ ❝❡❧❛ ✈❡✉"
❞✐#❡ 2✉✬❡❧❧❡ ❡/" ❢❛❝✐❧❡♠❡♥" ❡①"❡♥/✐❜❧❡ 5 ✉♥ ♥♦♠❜#❡ *❧❡✈* ❞❡ ♥✐✈❡❛✉①✱ ❝❡ 2✉✐ #*❞✉✐" ❧❡ "❛✉①
❞❡ ❞✐/"♦#/✐♦♥ ❞❡/ ❤❛#♠♦♥✐2✉❡/✳
❊◆■❚✲▲●M ✷✵✶✻ ✷✺
■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ❣*♥*#❛❧❡
• ▲❛ "♦♣♦❧♦❣✐❡ ▼▼❈ ✭▼♦❞✉❧❛# ▼✉❧"✐❧❡✈❡❧ ❈♦♥✈❡#"❡#✮ 5✉✐ ❡6" ✉♥❡ "♦♣♦❧♦❣✐❡ ♠♦❞✉❧❛✐#❡✳
❈❡""❡ 6"#✉❝"✉#❡ ❛ ❧❛ ♣❛#"✐❝✉❧❛#✐"* ❞✬❛✈♦✐# ✉♥❡ ❝♦♥"✐♥✉✐"* ❞❡ 6❡#✈✐❝❡ ♠:♠❡ 6✐ ✉♥ 6♦✉6
♠♦❞✉❧❡ ❡6" ❞*❢❛✐❧❧❛♥"✳
❈❡6 ❝♦♥✈❡#"✐66❡✉#6 6"❛"✐5✉❡6 ❞♦✐✈❡♥" :"#❡ ♣✐❧♦"*6✱ ❡" ❛✉ 6❡✐♥ ❞❡ ❧✬✐♥"❡#❢❛❝❡ ❞❡ ♣✐❧♦"❛❣❡✱ ✉♥
6❝❤*♠❛ ♣❛#"✐❝✉❧✐❡# ♣❡#♠❡" ❞❡ ❣*♥*#❡# ❞❡6 6✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉# ❧❡6 ✐♥"❡##✉♣"❡✉#6✱ ✐❧ 6✬❛❣✐"
❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛"✐♦♥✳ ❖♥ ❞✐6"✐♥❣✉❡ ❧❛ 6"#❛"*❣✐❡ ❞❡ ▼♦❞✉❧❛"✐♦♥ ❞❡ ▲❛#❣❡✉# ❞✬■♠♣✉❧6✐♦♥ ✭▼▲■ 6✐✲
♥✉6♦A❞❛❧❡✮ 5✉✐ ❡6" ✉♥❡ ❝♦♠♣❛#❛✐6♦♥ ♠♦❞✉❧❛♥"❡✲♣♦#"❡✉6❡ ❡" ✉♥❡ ▼♦❞✉❧❛"✐♦♥ ❱❡❝"♦#✐❡❧❧❡ ✭❙❱▼✮✳
❉❛♥6 ❧❡6 ❞❡✉① ❝❛6 ❧❛ ❧❛#❣❡✉# ❞❡6 6✐❣♥❛✉① ❡6" ♠♦❞✉❧*❡✳
❊♥ ❝❡ 5✉✐ ❝♦♥❝❡#♥❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✉6✉❡❧❧❡ ♣❛# ▼▲■ 6✐♥✉6♦A❞❛❧❡✱ ❞❛♥6 ❧❡ ❝❛6 ❞❡6 ❛#❝❤✐"❡❝"✉#❡6
♠✉❧"✐♥✐✈❡❛✉①✱ ❡❧❧❡ ♥*❝❡66✐"❡ ❛✉"❛♥" ❞❡ ♣♦#"❡✉6❡6 "#✐❛♥❣✉❧❛✐#❡6 5✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡6 G ❝♦♠♠❛♥❞❡#
❛✉ 6❡✐♥ ❞✬✉♥ ❜#❛6✳ ▲❛ 6"#❛"*❣✐❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛"✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡6 "♦♣♦❧♦❣✐❡6 ❡6" ❝❤♦✐6✐❡ ❡♥ 6❡
❜❛6❛♥" 6✉# ❞❡6 ❝#✐"I#❡6 G ♦♣"✐♠✐6❡# ❧✐*6 G ❧❛ 5✉❛❧✐"* ❞❡6 ❢♦#♠❡6 ❞✬♦♥❞❡6 ♣#♦❞✉✐"❡6 ♦✉ ♦❜"❡♥✉❡6✱
6✉✐"❡ G ❧❛ ❝♦♥✈❡#6✐♦♥✱ "❡❧6 5✉❡ ❧✬❛♥❛❧②6❡ ❞✉ "❛✉① ❞❡ ❞✐6"♦#6✐♦♥ ❤❛#♠♦♥✐5✉❡ ❚❍❉ ❞❡ ❧❛ "❡♥6✐♦♥ ❞❡
6♦#"✐❡ ❛✐♥6✐ 5✉❡ ❧❛ ♣#♦♣❛❣❛"✐♦♥ ❞❡6 *♥❡#❣✐❡6 ❤❛#♠♦♥✐5✉❡ ❛✉"♦✉# ❞❡ ❧❛ ❢#*5✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦#"❡✉6❡✳
❊♥ ❝❡ 5✉✐ ❝♦♥❝❡#♥❡ ❧❡6 6"#❛"*❣✐❡6 ✈❡❝"♦#✐❡❧❧❡6 ❙❱▼✱ ✉♥❡ ❛❜6❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞I❧❡ ❝♦♠♣❛"✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡6
♠♦❞I❧❡6 ▼▲■ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉#6 ❡6" ❝♦♥6"❛"*❡✳
▲❡6 ♦♥❞✉❧❡✉#6 "#✐♣❤❛6*6 ❝❧❛66✐5✉❡6 ❛❞♠❡""❡♥" ✉♥ ♠♦❞I❧❡ 5✉✐ 6✬*❝#✐" 6♦✉6 ❧❛ ❢♦#♠❡ ❞✬✉♥ 6②6✲
"I♠❡ ❧✐♥*❛✐#❡ V = f(α) ❞❛♥6 ❧❡ ❝❛6 ❞✬✉♥❡ ▼▲■ 6✐♥✉6 ❡" V = f(τ) ❞❛♥6 ❧❡ ❝❛6 ❞✬✉♥❡ ❙❱▼ ✭α ❡" τ
6♦♥" ❧❡6 #❛♣♣♦#"6 ❝②❝❧✐5✉❡6 ❡" ❧❡6 ✐♥6"❛♥"6 ❞❡ ❝♦♠♠✉"❛"✐♦♥ #❡6♣❡❝"✐✈❡♠❡♥"✮✳ ▼❛✐6 ❞❛♥6 ❧❡6 ❞❡✉①
❝❛6✱ ✐❧ ❛ *"* ❝♦♥6"❛"* 5✉❡ ❧❛ ♠❛"#✐❝❡ ❧✐❛♥" ❧❡6 ✈❛#✐❛❜❧❡6 ❞✬❡♥"#*❡ G ❝❡❧❧❡6 ❞❡ 6♦#"✐❡ ♥✬❡6" ♣❛6 ❝❛##*❡✱
❡" ❞♦♥❝ ♥✬❛❞♠❡" ♣❛6 ❞✬✐♥✈❡#6❡ ❛✈❡❝ ❞❡6 "❤*♦#✐❡6 ✉6✉❡❧❧❡6 ❞❡6 ❢♦♥❝"✐♦♥6 ❧✐♥*❛✐#❡6✱ ❡" ❞♦♥❝ ✐❧ ♥ ✬❡6"
♣❛6 ♣♦66✐❜❧❡ ❞✬❡①♣#✐♠❡# ❧❡6 #❛♣♣♦#"6 ❝②❝❧✐5✉❡6 ✭♦✉ ❧❡6 ✐♥6"❛♥"6 ❞❡ ❝♦♠♠✉"❛"✐♦♥✮ ❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡6
"❡♥6✐♦♥6 ❞❡ #*❢*#❡♥❝❡✳
❈❡""❡ *"✉❞❡ 6✬♦#✐❡♥"❡ ✈❡#6 ✉♥ ❞*✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥" ❞✬✉♥❡ ❢♦#♠✉❧❛"✐♦♥ ❣*♥*#✐5✉❡ ♣♦✉# ❧❛ ♠♦❞*❧✐✲
6❛"✐♦♥ ❞❡6 ♦♥❞✉❧❡✉#6 ❞❡ "❡♥6✐♦♥ ❡♥ ♣❛#"✐❝✉❧✐❡# ❧❡6 ♦♥❞✉❧❡✉#6 ♠✉❧"✐♥✐✈❡❛✉①✳ ❊❧❧❡ ✈✐6❡ G ❞*✜♥✐#
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣#♦❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞*❧✐6❛"✐♦♥ ❡" ❞*❝#✐#❡ ♠❛"❤*♠❛"✐5✉❡♠❡♥" ❧❡6 ❡♥6❡♠❜❧❡6 ❞❡ 6♦❧✉"✐♦♥6
♣♦✉# ❧❛ ❣*♥*#❛"✐♦♥ ❞❡6 6"#❛"*❣✐❡6 ❞❡ ♠♦❞✉❧❛"✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛5✉❡ ♠♦❞I❧❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉# *"✉❞✐* ❡" ❝❡❧❛ ❡♥
✉"✐❧✐6❛♥" ✉♥ ♦✉"✐❧ ♠❛"❤*♠❛"✐5✉❡ ♣❡#♠❡""❛♥" ❧❛ #*6♦❧✉"✐♦♥ ❞❡6 6②6"I♠❡6 ❧✐♥*❛✐#❡6✳ ▲✬✐❞*❡ ❡6" ❞❡
♠♦♥"#❡# 5✉❡ ❧✬❡♥6❡♠❜❧❡ ❞❡6 ♠♦❞I❧❡6 ❞✬♦♥❞✉❧❡✉#6 ❛❞♠❡""❡♥" ✉♥❡ *5✉❛"✐♦♥ 6♦✉6 ❧❛ ❢♦#♠❡ ❞✬✉♥
6②6"I♠❡ ❧✐♥*❛✐#❡ ❡" ❞❡ ❧❡ ❣*♥*#❛❧✐6❡# G ❞❡6 6"#✉❝"✉#❡6 ♠✉❧"✐♥✐✈❡❛✉① 5✉❡ ❝❡ 6♦✐" ♣❛# ✉♥❡ ▼▲■ ♦✉
♣❛# ✉♥❡ ❙❱▼✳
▲❛ #*6♦❧✉"✐♦♥ ❞❡ ❝❡6 6②6"I♠❡6 ♣❡#♠❡" ❞❡ "#♦✉✈❡# ❞❡6 ❞❡❣#*6 ❞❡ ❧✐❜❡#"*✱ G ✐❞❡♥"✐✜❡#✱ ❡" ❞❡
"#♦✉✈❡# ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥"#❡ ❧❡6 6♦❧✉"✐♦♥6 ♣❛#"✐❝✉❧✐I#❡6 ❡" ❧❡6 ❝#✐"I#❡6 G ♦♣"✐♠✐6❡# ♣♦✉# ❞❡6 ❛#❝❤✐"❡❝"✉#❡6
❞♦♥♥*❡6✳
◆♦✉6 ❛✈♦♥6 ♦#❣❛♥✐6* ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥" ❡♥ 5✉❛"#❡ ❝❤❛♣✐"#❡6 ✿
▲❡ ♣#❡♠✐❡# ❝❤❛♣✐"#❡ #❛♣♣❡❧❧❡ ❜#✐I✈❡♠❡♥" ❧❡ ♣#✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝"✐♦♥♥❡♠❡♥" ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉# ❞❡ "❡♥✲
6✐♦♥ ♠♦♥♦♣❤❛6* ❡" "#✐♣❤❛6*✱ ❛✐♥6✐ 5✉❡ ❧❡6 ♣#✐♥❝✐♣❛❧❡6 6"#✉❝"✉#❡6 ❞❡ ❝♦♥✈❡#"✐66❡✉#6 ♠✉❧"✐♥✐✈❡❛✉①
❡①✐6"❛♥"❡6 ❡" ❞✐✛*#❡♥"❡6 6"#❛"*❣✐❡6 ❞❡ ❝♦♥"#P❧❡ ❞❡ ❝❤❛5✉❡ ❛#❝❤✐"❡❝"✉#❡✳
▲❡ ❞❡✉①✐I♠❡ ❝❤❛♣✐"#❡ ❝♦♥6✐6"❡ G ❡①♣#✐♠❡# ✉♥ ♠♦❞I❧❡ ❣*♥*#✐5✉❡ ♣♦✉# ❧❛ ♠✐6❡ ❡♥ Q✉✈#❡ ❞❡6
6"#❛"*❣✐❡6 ❞❡ ♠♦❞✉❧❛"✐♦♥ ❡" *"❡♥❞#❡ ❧❡ ♠♦❞I❧❡ ♠♦②❡♥ 6✉# ❞❡6 6②6"I♠❡6 "#✐♣❤❛6*6 ♠✉❧"✐♥✐✈❡❛✉①✳
✷✻ ❊◆■❚✲▲●U ✷✵✶✻
■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ❣*♥*#❛❧❡
▲✬✐❞*❡ ❡0" ❞❡ ❣*♥*#❛❧✐0❡# ❧❡ ♠♦❞2❧❡ ❡" ❧❛ ♠*"❤♦❞❡ 0✉# ❞❡0 ❛#❝❤✐"❡❝"✉#❡0 #*❡❧❧❡0 ♠✉❧"✐♥✐✈❡❛✉①✱
7✉❡ ❝❡ 0♦✐" ♣❛# ❧❛ ♠♦❞✉❧❛"✐♦♥ ▼▲■ 0✐♥✉0♦:❞❛❧❡ ❡♥ ✉"✐❧✐0❛♥" ❧❡0 #❛♣♣♦#"0 ❝②❝❧✐7✉❡0 ♦✉ ❧❛ ❙❱▼ ❡♥
✉"✐❧✐0❛♥" ❧❡0 ✐♥0"❛♥"0 ❞❡ ❝♦♠♠✉"❛"✐♦♥✳
▲❡ "#♦✐0✐2♠❡ ❝❤❛♣✐"#❡ ♠❡" ❡♥ *✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ #*0♦❧✉"✐♦♥ ❞✉ 0②0"2♠❡ ❧✐♥*❛✐#❡ ♠✐0 ? ❥♦✉# ❛✜♥ ❞❡
"#♦✉✈❡# ❧❡0 ❡♥0❡♠❜❧❡0 ❞❡ 0♦❧✉"✐♦♥0 7✉✐ ❝♦##❡0♣♦♥❞❡♥" ❡♥ ✉"✐❧✐0❛♥" ❧❛ "❤*♦#✐❡ ❞❡0 ✐♥✈❡#0❡0 ❣*♥*#❛❧✐✲
0*❡0 ❛✐♥0✐ 7✉❡ 0❛ ♠✐0❡ ❡♥ D✉✈#❡ ❡" 0♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ 0✉# ❧❡0 ♠♦❞2❧❡0 ♠♦②❡♥0 ❞❡ 7✉❛"#❡ ❛#❝❤✐"❡❝"✉#❡0
❞✬♦♥❞✉❧❡✉# ? "#♦✐0 ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ "❡♥0✐♦♥✳ ❯♥❡ ❣*♥*#❛❧✐0❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠*"❤♦❞❡ ❞❡ #*0♦❧✉"✐♦♥ ❡0" ❢❛✐"❡
0✉# ❧✬♦♥❞✉❧❡✉# ? ❝❛♣❛❝✐"* ✢♦""❛♥"❡ ❛✐♥0✐ 7✉✬? ❧✬♦♥❞✉❧❡✉# ❡♥ ❝❛0❝❛❞❡ ? N ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ "❡♥0✐♦♥✳
▲❡ ❞❡#♥✐❡# ❝❤❛♣✐"#❡ "#❛✐"❡ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡0 ❞✬❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ ✿
• ▲❡ ♣#❡♠✐❡# ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥❝❡#♥❡ ❧❛ #*0♦❧✉"✐♦♥ ❞✉ 0②0"2♠❡ ❧✐♥*❛✐#❡ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉# "#✐♣❤❛0*
❝❧❛00✐7✉❡ ? ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ "❡♥0✐♦♥ 0✉# ❧❡7✉❡❧ ✉♥❡ #*0♦❧✉"✐♦♥ ❞❡ ❧✬*7✉❛"✐♦♥ ❞✉ 0②0"2♠❡
❧✐♥*❛✐#❡ ❝♦♠♣❛"✐❜❧❡ ❡" ✉♥❡ ✐❞❡♥"✐✜❝❛"✐♦♥ ❞❡0 ❞❡❣#*0 ❞❡ ❧✐❜❡#"* ❝♦##❡0♣♦♥❞❛♥"0 0❡#♦♥" ❢❛✐"0✳
❈❡#"❛✐♥0 ❞❡❣#*0 ❞❡ ❧✐❜❡#"* ♣❡✉✈❡♥" ❥♦✉❡# 0✉# ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✐♥*❛#✐"* ❡" ♣❡✉✈❡♥" ❞*❝#✐#❡
❝❡#"❛✐♥❡0 ▼▲■ ❞*❥? ❝♦♥♥✉❡0✳
❈❡" ❡①❡♠♣❧❡ "#❛✐"❡ ❞❡ ❧❛ #*❛❧✐0❛"✐♦♥ "❤*♦#✐7✉❡ ❡" ❡①♣*#✐♠❡♥"❛❧❡✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡"
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ ❞❡0 ❞❡❣#*0 ❞❡ ❧✐❜❡#"* ✐❞❡♥"✐✜*0✱ 0✉# ✉♥❡ ❝❤❛#❣❡ R − L *7✉✐❧✐❜#*❡✳ ▲❡0
#*0✉❧"❛"0 ❞❡ 0✐♠✉❧❛"✐♦♥ ❡" ❞✬❡①♣*#✐♠❡♥"❛"✐♦♥ 0❡#♦♥" ✐❧❧✉0"#*0 ❡" ✐♥"❡#♣#*"*0✳ ▲❡0 #*0✉❧"❛"0
❡①♣*#✐♠❡♥"❛✉① 0♦♥" ♦❜"❡♥✉0 ❛✈❡❝ ✉♥ ❜❛♥❝ ❞✬❡00❛✐0 ? ❜❛0❡ ❞❡ ❝❛#"❡0 ❞❙♣❛❝❡ 7✉✐ 0❡#❛
♣#*0❡♥"* ❞❛♥0 ❝❡ ❝❤❛♣✐"#❡✳
• ▲❡ ❞❡✉①✐2♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ "#❛✐"❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ 0✉# ✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉# "#✐♣❤❛0* ? ❝❛♣❛❝✐"*0 ✢♦""❛♥"❡0
✭❋❈✮ ? "#♦✐0 ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ "❡♥0✐♦♥✳ ❯♥❡ #*0♦❧✉"✐♦♥ ❞❡ ❧✬*7✉❛"✐♦♥ ❞✉ 0②0"2♠❡ ❧✐♥*❛✐#❡ ❡"
✉♥❡ ✐❞❡♥"✐✜❝❛"✐♦♥ ❞❡0 ❞❡❣#*0 ❞❡ ❧✐❜❡#"* ❉❉▲ 0❡#❛ ❢❛✐"❡ ? ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬✉"✐❧✐0❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢❛❝"♦#✐0❛"✐♦♥ ❞✉ #❛♥❣ ♠❛①✐♠❛❧✳ ❯♥ ❝#✐"2#❡ ❞✬✉"✐❧✐0❛"✐♦♥ ❞❡ ❝❡0 ❞❡❣#*0 ❞❡ ❧✐❜❡#"* 0❡#❛
❝❤♦✐0✐ ❛✜♥ ❞❡ ❞*♠♦♥"#❡# ❧❡ ♣♦"❡♥"✐❡❧ ❞✬❡①♣❧♦✐"❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠*"❤♦❞❡ ✉"✐❧✐0*❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉
❚❍❉ 0❡#❛ ❛✉00✐ ♣#✐0 ❡♥ ❝♦♠♣"❡✳
▲❡ ❜✉" ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐"#❡ ❡0" ❞❡ ♠♦♥"#❡# ❝♦♠♠❡♥" ❝❤♦✐0✐# ❝❡0 ❞❡❣#*0 ❞❡ ❧✐❜❡#"* ❡" ❞❡ "#♦✉✈❡#
❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥"#❡ ❧❡0 0♦❧✉"✐♦♥0 ♣❛#"✐❝✉❧✐2#❡0 ❡" ❧❡0 ❝#✐"2#❡0 ? ♦♣"✐♠✐0❡# ♣♦✉# ❞❡0 ❛#❝❤✐"❡❝"✉#❡0
❞♦♥♥*❡0✳
❊◆■❚✲▲●T ✷✵✶✻ ✷✼

❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ /%❛%✐0✉❡ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡
❈❤❛♣✐%&❡ ✶
▲❛ ❝♦♥✈❡&.✐♦♥ .%❛%✐/✉❡ ❞❡ ❧✬4♥❡&❣✐❡
■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥
▲✬♦❜❥❡❝%✐❢ ❞❡ ❧✬5❧❡❝%&♦♥✐0✉❡ ❞❡ ♣✉✐//❛♥❝❡ ❡/% ❞✬❡♥✈✐/❛❣❡& ❞❡/ ❝♦♥✈❡&%✐//❡✉&/ /%❛%✐0✉❡/ ♣❡&✲
♠❡%%❛♥% ❞✬❛//✉&❡& ✉♥ %&❛♥/❢❡&% ❞✬5♥❡&❣✐❡ 5❧❡❝%&✐0✉❡ ❛❞❛♣%5 ❛✉① /♦✉&❝❡/ ❡% ❛✉① &5❝❡♣%❡✉&/ 0✉✐ ❧✉✐
/♦♥% ❛//♦❝✐5/✳ ❊❧❧❡ ♣❡&♠❡% ❛✉//✐ ❧✬5%✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡ 5❧❡❝%&✐0✉❡ 0✉✐ ❡/% &5❛❧✐/5❡
❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡&%✐//❡✉&/ ✉%✐❧✐/❛♥% ❞❡/ ❞✐/♣♦/✐%✐❢/ /%❛%✐0✉❡/ ✭/❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝%❡✉&✮ 0✉✐ /♦♥% ❞❡/
❞✐/♣♦/✐%✐❢/ ❧❡ ♣❧✉/ /♦✉✈❡♥% ♣✐❧♦%❛❜❧❡/ ✭❧❡/ %&❛♥/❢❡&%/ ❞✬5♥❡&❣✐❡ ❡♥%&❡ ❧❛ /♦✉&❝❡ ❡% ❧❡ &5❝❡♣%❡✉& /♦♥%
❛❧♦&/ ♠❛A%&✐/5/✮✳ ■❧/ %&❛♥/❢♦&♠❡♥% ❡% ❛❞❛♣%❡♥% ❧❡/ ❢♦&♠❡/ ❞❡/ /✐❣♥❛✉① 5❧❡❝%&✐0✉❡/ ❞✐/♣♦♥✐❜❧❡/ C
❧❛ /♦✉&❝❡ ❞✬❡♥%&5❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦&♠❡ ❛♣♣&♦♣&✐5❡ ❛✉ &5❝❡♣%❡✉& ✭❝❤❛&❣❡✮✱ C ❛❧✐♠❡♥%❡&✳
▲✬✉%✐❧✐/❛%✐♦♥ ❞❡/ ❛❧✐♠❡♥%❛%✐♦♥/ ❞❡/ ♠♦%❡✉&/ ❛/②♥❝❤&♦♥❡/ ❝♦♥♥❡❝%5/ ❞✐&❡❝%❡♠❡♥% ❛✉ &5/❡❛✉ ❡/%
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❥♦✉&❞✬❤✉✐✱ ♦♥% 5%5 &❡♥❞✉/ ♣♦//✐❜❧❡ ♣❛& ❧❡ ❞5✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% ❞❡ ❧❛ %❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡/ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ 0✉✐
/♦♥% ❞❡/ /❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝%❡✉&/ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡/ ❡% ♣✉✐//❛♥%/✱ ❛✐♥/✐ 0✉❡ /✉& ❧✬✉%✐❧✐/❛%✐♦♥✱ ❧❡ ❞5✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥% ❡% ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ H✉✈&❡ ❞❡/ %❡❝❤♥✐0✉❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞✬❛//✉&❡& ❧❡ ♣✐❧♦%❛❣❡ ❞✉ %&❛♥/❢❡&%
❞✬5♥❡&❣✐❡✳
❉❛♥/ ❝❡ ❝❤❛♣✐%&❡✱ ♥♦✉/ ❛❧❧♦♥/ ❛❜♦&❞❡& ❧❡ ♣&✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ❞❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/✱ ❧❡✉&/
❞♦♠❛✐♥❡/ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❛✐♥/✐ 0✉❡ ❧❡/ ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡/ ✐❞5❛❧❡/ ❞❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/ ♠♦♥♦♣❤❛/5/ ♣✉✐/ %&✐✲
♣❤❛/5/✳ J❛& ❧❛ /✉✐%❡✱ ♥♦✉/ ❛❜♦&❞❡&♦♥/ ❧❡ ♣&✐♥❝✐♣❡ ❞❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/ ♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉① ❡♥ ♣&5/❡♥%❛♥% ❧❡/
♣&✐♥❝✐♣❛❧❡/ /%&✉❝%✉&❡/ ❞❡ ❜❛/❡ ✉%✐❧✐/5❡/ : %&♦✐/ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❡% ♣❧✉/✱ ❛✐♥/✐ 0✉❡ ❧❡/ /%&❛%5❣✐❡/
❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡/ ♣♦✉& ❝❤❛❝✉♥❡✳
▲❡ ❜✉% ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ❡/% ❞✬❛❜♦&❞❡& ❝❡&%❛✐♥❡/ 5%✉❞❡/ ❡✛❡❝%✉5❡/ /✉& ❧❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/✱ ❡% ❞❡
❞5✜♥✐& ❧❡/ ❞✐✛5&❡♥%❡/ /%&❛%5❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ✉%✐❧✐/5❡/✳ ▼❛✐/ ❛✈❛♥% ❝❡❧❛✱ ❧❛ ❝♦♥/%✐%✉%✐♦♥ ❞✬✉♥
❝♦♥✈❡&%✐//❡✉& /%❛%✐0✉❡ ❡/% ❞5%❛✐❧❧5❡✳
✶✳✶ ❈♦♥%&✐&✉&✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥✈❡.&✐%%❡✉. %&❛&✐0✉❡
▲♦&/ ❞✉ ❞✐♠❡♥/✐♦♥♥❡♠❡♥% ❞✬✉♥ ❞✐/♣♦/✐%✐❢ ❞✬5❧❡❝%&♦♥✐0✉❡ ❞❡ ♣✉✐//❛♥❝❡✱ ❧❛ ♥♦%✐♦♥ ❞✐%❡ ❞❡
✧&5✈❡&/✐❜✐❧✐%5✧ ❞♦✐% M%&❡ ♣&✐/❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡✳
❯♥ ❝♦♥✈❡&%✐//❡✉& /%❛%✐0✉❡ ❡/% ❞✐% &5✈❡&/✐❜❧❡ ❧♦&/0✉❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡ ♣❡✉% ♣❛//❡& ❞❛♥/ ❧❡/ ❞❡✉① /❡♥/✱
/♦✐% ❞❡ ❧❛ /♦✉&❝❡ ✈❡&/ ❧❡ &5❝❡♣%❡✉& ♦✉ ❜✐❡♥ ❞✉ &5❝❡♣%❡✉& ✈❡&/ ❧❛ /♦✉&❝❡✳
❊◆■❚✲▲●J ✷✵✶✻ ✸✶
❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ /%❛%✐0✉❡ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡
■❧ ❞❡✈✐❡♥% ♥5❝❡//❛✐&❡ ❞❡ ❝❛&❛❝%5&✐/❡& ❧❡/ /♦✉&❝❡/ ❞✬❡♥%&5❡ ❡% ❞❡ /♦&%✐❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝❤♦✐/✐& ❧❡/ /❡♠✐✲
❝♦♥❞✉❝%❡✉&/ ✉%✐❧✐/5/ ♣♦✉& ❞5%❡&♠✐♥❡& ❧❛ ❝♦♥/%✐%✉%✐♦♥ ✐♥%❡&♥❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥✈❡&%✐//❡✉& /%❛%✐0✉❡✳
❊♥ ❝♦♥/✐❞5&❛♥% ❝❤❛0✉❡ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉& ❝♦♠♠❡ 5%❛♥% ✉♥ 5❧5♠❡♥% ✐❞5❛❧✱ /♦♥ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥%
❞❡✈✐❡♥% %❡❧ 0✉❡ ❧♦&/0✉✬✉♥ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉& ❡/% ❢❡&♠5✱ ✐❧ ❛✉&❛ ✉♥❡ %❡♥/✐♦♥ ♥✉❧❧❡ > /❡/ ❜♦&♥❡/ ❡% ✉♥
❝♦✉&❛♥% 0✉✐ /❡&❛ ✜①5 ♣❛& ❧❡ &❡/%❡ ❞✉ ❞✐/♣♦/✐%✐❢✳ A❛& ❝♦♥%&❡✱ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞✬✉♥ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉& ♦✉✈❡&%✱
❧❛ %❡♥/✐♦♥ > /❡/ ❜♦&♥❡/ /❡&❛ ✐♠♣♦/5❡ ♣❛& ❧✬❡①%5&✐❡✉&✱ ♠❛✐/ ✐❧ ♥✬❛✉&❛ ♣❛/ ❞❡ ❝♦✉&❛♥% 0✉✐ ❧❡ %&❛✈❡&/❡✳
A❛&♠✐ ❝❡/ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/✱ ♥♦✉/ ❞✐/%✐♥❣✉♦♥/ ❧❡/ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ /♣♦♥%❛♥5/ ✭❞✐♦❞❡/✮✱ ❧❡/ ✐♥%❡&&✉♣✲
%❡✉&/ /❡♠✐✲❝♦♠♠❛♥❞5/ ✭♣❛& ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡/ %❤②&✐/%♦&/✮ ♠❛✐/ ♥♦✉/ ♥❡ ❞♦♥♥❡&♦♥/ ♣❛/ ♣❧✉/ ❞❡ ❞5%❛✐❧/
/✉& ❝❡ %②♣❡ ❞✬✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ ❝❛& ✐❧ ♥❡ /❡&❛ ♣❛/ ✉%✐❧✐/5 ❞❛♥/ ❧❡/ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥/ /✉& ❧❡/0✉❡❧❧❡/ ♥♦✉/
❛❧❧♦♥/ ♥♦✉/ ❢♦❝❛❧✐/❡& ✿ /♦♥ ❤❛♥❞✐❝❛♣ 5%❛♥% /❛ ♥♦♥✲❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐%5 > ❧✬♦✉✈❡&%✉&❡ ❡% /❛ ❣❛♠♠❡
❞❡ %❡♠♣5&❛%✉&❡ ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ❧✐♠✐%5❡ ❬✸❪✳ ❊% ❡♥✜♥ ❧❡/ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ ❝♦♠♠❛♥❞5/ ✭❛②❛♥% ✉♥
❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ❞❡ %②♣❡ %&❛♥/✐/%♦&✮✳
▲❡/ %&❛♥/✐/%♦&/ ■●❇❚ ♦♥% ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ 0✉✐ &❡❝♦✉✈&❡ %♦%❛❧❡♠❡♥% ❝❡❧✉✐ ❞❡/ %&❛♥✲
/✐/%♦&/ ❜✐♣♦❧❛✐&❡/✱ ♣❛&%✐❡❧❧❡♠❡♥% ❝❡❧✉✐ ❞❡/ ▼❖❙❋❊❚ ❡% ❞❡/ ●❚❖✳ ❈✬❡/% ♣♦✉&0✉♦✐ ❧❡/ ♠♦❞✉❧❡/
■●❇❚ /♦♥% ❞❡/ ❝♦♠♣♦/❛♥%/ %&P/ ✉%✐❧✐/5/ ❞❛♥/ ❧❡/ ❢♦&%❡/ ❡% ♠♦②❡♥♥❡/ ♣✉✐//❛♥❝❡/ ❬✺❪✳
▲✬■●❇❚✱ ❞❡ ♣❛& /❡/ ❝❛&❛❝%5&✐/%✐0✉❡/✱ ❡/% ❞❡ ♣❧✉/ ❡♥ ♣❧✉/ ✉%✐❧✐/5 ❞❛♥/ ❧❡/ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥/ >
❢♦&%❡/ ♣✉✐//❛♥❝❡ ❢❛✐/❛♥% ❝♦♥❝✉&&❡♥❝❡ ❛✉ ●❚❖ ✭●❛%❡ ❚✉&♥ ❖✛✮✳ ❊♥✜♥ ❡♥ ❢❛✐❜❧❡ ♣✉✐//❛♥❝❡ ❧❡/
■●❇❚ ✈♦♥% 5❣❛❧❡♠❡♥% /❡ ❞5✈❡❧♦♣♣❡& ♣♦✉& ❝♦♥❝✉&&❡♥❝❡& ❧❡/ ▼❖❙❋❊❚ ❞❛♥/ ❝❡&%❛✐♥/ ❞♦♠❛✐♥❡/✳
▲❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✸ &❡♣&5/❡♥%❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡/ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥/ ❞❡ ❧✬■●❇❚✱ ❡♥ ❢&50✉❡♥❝❡ ❡% ❡♥ ♣✉✐//❛♥❝❡✱
❡% /❡/ 5✈❡♥%✉❡❧❧❡/ 5✈♦❧✉%✐♦♥/✱ ❡% ❝♦♠♣❛&❡ /❡/ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡/ > ❝❡✉① ❞❡/ ❛✉%&❡/ ❞✐/♣♦/✐%✐❢/ ❬✹❪ ❬✻❪✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✸ ✕ ❉♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬■●❇❚ ❡- ❞❡2 ❛✉-4❡2 ❞✐2♣♦2✐-✐❢2 ❞❡ ❝♦♠♠✉-❛-✐♦♥ ❝♦♥❝✉4✲
4❡♥-2 ❬✻❪✳
❙♦✉✈❡♥% ❞❛♥/ ❧❡/ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✱ ❧❡/ ■●❇❚ /♦♥% ❜❡❛✉❝♦✉♣ ✉%✐❧✐/5/ ❝❛& %❡❝❤♥♦❧♦❣✐✲
0✉❡♠❡♥% ✐❧/ &5/✉❧%❡♥% ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐/♦♥ ❞✬✉♥ %&❛♥/✐/%♦& ❜✐♣♦❧❛✐&❡ ❞♦♥% ❧❛ ❜❛/❡ ❡/% ❝♦♠♠❛♥❞5❡
♣❛& ✉♥ ▼❖❙❋❊❚✳ ■❧ ❛ ❧✬❛✈❛♥%❛❣❡ ❞✬❛✈♦✐& ✉♥❡ ❢♦&%❡ ❝❛♣❛❝✐%5 ❡♥ ❝♦✉&❛♥% %♦✉% ❡♥ 5%❛♥% ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡
❝♦♠♠✉%❡& ♣❧✉/ &❛♣✐❞❡♠❡♥%✳ ❉♦♥❝ ❧✬■●❇❚ > ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉&❡ ❞❡♥/✐%5 ❞❡ ♣✉✐//❛♥❝❡ ❝❡ 0✉✐ ✈❡✉% ❞✐&❡
0✉✬✐❧ ❢❛✐% ♣❛//❡& ✉♥ ❝♦✉&❛♥% ✐♠♣♦&%❛♥% ♣♦✉& ❧❛ ♠V♠❡ /✉&❢❛❝❡ 0✉✬✉♥ ▼❖❙❋❊❚✳
✸✷ ❊◆■❚✲▲●A ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ /%❛%✐0✉❡ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡
❋✐❣✉$❡ ✶✳✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛*❛❝+,*✐.+✐/✉❡. .+❛+✐/✉❡. ❞❡. ✐♥+❡**✉♣+❡✉*. ✐❞,❛✉① ✭■●❇❚✰❉✐♦❞❡ ❛♥+✐
♣❛*❛❧❧:❧❡✮✳
❈❡&%❛✐♥❡/ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥/ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ♥5❝❡//✐%❡♥% ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ ♣❛&❛❧❧9❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥%❡&&✉♣%❡✉& ❝♦♠✲
♠❛♥❞5 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐♦❞❡ ♣♦✉& ❛//✉&❡& ❧❛ &5✈❡&/✐❜✐❧✐%5 ❡♥ ❝♦✉&❛♥%✱ ✈♦✐& ✜❣✉&❡ ✶✳✹✳ ▲✬■●❇❚ ❡/% ❝♦♥/✐✲
❞5&5 ❝♦♠♠❡ 5%❛♥% ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉& ❝♦♠♣&♦♠✐/ ✈✐/ B ✈✐/ ❞✉ ♣♦✐♥% ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ♦♣%✐♠❛❧ B %&♦✉✈❡&
❡♥ %❡&♠❡/ ❞❡ &❛♣✐❞✐%5 ❡% ❣❛♠♠❡ %❡♥/✐♦♥✲♣✉✐//❛♥❝❡ ❛❞❛♣%5❡✱ ♣♦✉& ❧❡/ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥/ ✐♥❞✉/%&✐❡❧❧❡/
❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ %❡♥/✐♦♥✳
❉❛♥/ ❧❛ /✉✐%❡ ❞❡ ❧✬5%✉❞❡✱ ♥♦✉/ ❛❧❧♦♥/ ♥♦✉/ ❢♦❝❛❧✐/❡& /✉& ❧✬5%✉❞❡ ❞❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/ 0✉✐ /♦♥% ✉%✐❧✐/5/
❞❛♥/ ❧❡/ ✈❛&✐❛%❡✉&/ ❞❡ ✈✐%❡//❡✳
✶✳✷ ▲❡% ♦♥❞✉❧❡✉+%
▲❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/ /♦♥% ❞❡/ ❞✐/♣♦/✐%✐❢/ ❞✬5❧❡❝%&♦♥✐0✉❡ ❞❡ ♣✉✐//❛♥❝❡ ♣❡&♠❡%%❛♥% ❞❡ ❞5❧✐✈&❡& ❞❡/
%❡♥/✐♦♥/ ❡% ❞❡/ ❝♦✉&❛♥%/ ❛❧%❡&♥❛%✐❢/✱ B ♣❛&%✐& ❞✬✉♥❡ /♦✉&❝❡ ❞✬5♥❡&❣✐❡ ❝♦♥%✐♥✉❡✳ ■❧/ /♦♥% ❞❡/ ❛//♦✲
❝✐❛%✐♦♥/ ❞❡/ ❝❡❧❧✉❧❡/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ 0✉✐ /❡&♦♥% ❞5%❛✐❧❧5❡/ ♣❛& ❧❛ /✉✐%❡✳
▲❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/ /♦♥% ❡♥ ❣5♥5&❛❧ ❝❧❛//5/ /❡❧♦♥ ❧❡/ ♠♦❞❡/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉&/ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/✳
❉❡✉① ❝❛%5❣♦&✐❡/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&/ /♦♥% ❞✐/%✐♥❣✉5❡/ ✿ ❧❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/ ❛✉%♦♥♦♠❡/ ❡% ❧❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/ ♥♦♥
❛✉%♦♥♦♠❡/✱ ❬✼❪ ✿
• ❯♥ ♦♥❞✉❧❡✉& ✧❛✉%♦♥♦♠❡✧ ✿ ❡/% ✉♥ /②/%9♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ B %&❛♥/✐/%♦&/ ♦✉ B %❤②&✐/%♦&/✱
❞❡ ❢&50✉❡♥❝❡ ✈❛&✐❛❜❧❡✱ ❞♦♥% ❧❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥/ /♦♥% ✐♠♣♦/5/ ♣❛& ❞❡/ ❝✐&❝✉✐%/
❡①%❡&♥❡/✳ ▲❛ ♥❛%✉&❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛&❣❡ ✐♠♣♦&%❡ ♣❡✉ ♣♦✉& ❝❡%%❡ ❝❛%5❣♦&✐❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✳ ❈❡% ♦♥✲
❞✉❧❡✉& ♥✬❡/% ♣❛/ &5✈❡&/✐❜❧❡✳
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• ❈❡✉① ♥5❝❡//✐%❛♥% ✉♥❡ ❢&50✉❡♥❝❡ ✜①❡ ♣♦✉& ❧❡/ /✐❣♥❛✉① ❡♥ /♦&%✐❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉&✳ ❈✬❡/% ❞❛♥/ ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡/ ❛♣♣❛&❡✐❧/ ❞❡ /❡❝♦✉&/ ❞❡/ &5/❡❛✉① ✐♥❢♦&♠❛%✐0✉❡/ 0✉❡ ❝❡ %②♣❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&/ ❡/%
❧❛&❣❡♠❡♥% ✉%✐❧✐/5✳ ■❧ ♣❡&♠❡% ❞✬❛//✉&❡& ❧❛ ❝♦♥%✐♥✉✐%5 ❞❡ ❧✬❛❧✐♠❡♥%❛%✐♦♥ ❡♥ ❝❛/ ❞❡ ❝♦✉♣✉&❡/
/✉& ❧❡ &5/❡❛✉✱ ❡% ❞❡ ✜❧%&❡& ❧❡/ 5✈❡♥%✉❡❧/ ❞5❢❛✉%/ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞✉ &5/❡❛✉ ✭♣❛&❛/✐%❡/ ♦✉
/✉&%❡♥/✐♦♥/✮✳
• ❈❡✉① ♥5❝❡//✐%❛♥% ✉♥❡ ❢&50✉❡♥❝❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ♣♦✉& ❧❡/ /✐❣♥❛✉① ❡♥ /♦&%✐❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉&✳ ❈❡%%❡
❡①✐❣❡♥❝❡ ✐♠♣❛❝%❡ ❧❡/ ❝✐&❝✉✐%/ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡/ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡/ ❡% ♣❛/ ❧✬❛&✲
❝❤✐%❡❝%✉&❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉&✳ B❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞✬✉♥❡ ❛❧✐♠❡♥%❛%✐♦♥ C ❢&50✉❡♥❝❡ ✈❛&✐❛❜❧❡
❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛/②♥❝❤&♦♥❡ ✐❧ ❢❛✉❞&❛ ♠❛✐♥%❡♥✐& ❧❡ &❛♣♣♦&% ✿ ✈❛❧❡✉& ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥
❡♥%&❡ ♣❤❛/❡ ❞✉ ♠♦%❡✉& /✉& ❧❛ ❢&50✉❡♥❝❡ ❝♦♥/%❛♥% ✭♣♦✉& ❛✈♦✐& ✉♥ ✢✉① ❡% ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ♠❛①✐♠❛❧
❝♦♥/%❛♥%/✮✳ ▲✬✐♥%5&G% ❞❡ ❝❡% ♦♥❞✉❧❡✉& ❡/% ❞❡ ♣♦✉✈♦✐& ♣&♦❞✉✐&❡ ✉♥❡ %❡♥/✐♦♥ ❛❧%❡&♥❛%✐✈❡ ❞♦♥%
❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧ ❡/% &5❣❧❛❜❧❡ ❡♥ ❛♠♣❧✐%✉❞❡ ❡% ❡♥ ❢&50✉❡♥❝❡✱ ♣❛& ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡
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✶✳✷✳✷ ❉✐✛&'❡♥*+ *②♣❡+ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉'+
❙❡❧♦♥ ❧❛ ♥❛%✉&❡ ❞❡ ❧❛ /♦✉&❝❡ ❞✬❡♥%&5❡ ❡% ❞✉ &5❝❡♣%❡✉& C ✐♥%❡&❝♦♥♥❡❝%❡&✱ ❞❡✉① ❣&❛♥❞❡/ ❢❛♠✐❧❧❡/
❞✬♦♥❞✉❧❡✉&/ /♦♥% ❞✐/%✐♥❣✉5❡/ ✿ ❧❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/ ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❡% ❧❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/ ❞❡ ❝♦✉&❛♥%✳
✶✳✷✳✷✳✶ ❖♥❞✉❧❡✉) ❞❡ ❝♦✉)❛♥-
❯♥ ♦♥❞✉❧❡✉& ❞❡ ❝♦✉&❛♥% ❛//♦❝✐❡ ✉♥❡ /♦✉&❝❡ ❞❡ ❝♦✉&❛♥% ❝♦♥%✐♥✉ C ✉♥❡ ❝❤❛&❣❡ ❞❡ %❡♥/✐♦♥
❛❧%❡&♥❛%✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉/%&5 ❞❛♥/ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✺❛✳ ▲❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✺❜ &❡♣&5/❡♥%❡ ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡
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▲✬✐♠♣5❞❛♥❝❡ ✐♥%❡&♥❡ ❞❡ ❧❛ /♦✉&❝❡ ❡/% %❡❧❧❡♠❡♥% ❣&❛♥❞❡ 0✉❡ ❧❡ ❝♦✉&❛♥% 0✉✐ ❧❛ %&❛✈❡&/❡ ♥❡
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▲❛ %❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/ ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❡/% ❧❛ ♣❧✉/ ♠❛A%&✐/5❡ ❡% ❡/% ♣&5/❡♥%❡ ❞❛♥/ ❧❛ ♣❧✉♣❛&%
❞❡/ /②/%B♠❡/ ✐♥❞✉/%&✐❡❧/✱ ❞❛♥/ %♦✉%❡/ ❧❡/ ❣❛♠♠❡/ ❞❡ ♣✉✐//❛♥❝❡ ✭0✉❡❧0✉❡/ ❲❛%%/ 8 ♣❧✉/✐❡✉&/ ▼❲✮
❬✽❪✳ ❉❡ ♥♦♠❜&❡✉① %&❛✈❛✉① ♣♦&%❡♥% /✉& ❧❛ ♠♦❞5❧✐/❛%✐♦♥ ❞❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/ ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❬✾❪✳ M❧✉/✐❡✉&/
❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥/ ♦♥% 5%5 5❧❛❜♦&5❡/ ❛✉ ❧❛❜♦&❛%♦✐&❡ ●✷❊▲❛❜ ❞❡ ●&❡♥♦❜❧❡ %❡❧❧❡/ 0✉❡ ❬✶✵❪✱ ❬✶✶❪✳
❉♦♥❝ ❞❛♥/ ❧❛ /✉✐%❡ ❞❡ ❝❡%%❡ 5%✉❞❡✱ ♥♦✉/ ♥❡ ♣❛&❧❡&♦♥/ 0✉❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ❞❡ %❡♥/✐♦♥✳
✶✳✷✳✸ ❆%❝❤✐)❡❝)✉%❡, ✐❞.❛❧❡, ❞❡, ♦♥❞✉❧❡✉%,
▲❡/ ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&/ /♦♥% ❜❛/5❡/ /✉& ✉♥❡ /%&✉❝%✉&❡ ❞❡ ❜❛/❡ ♥♦♠♠5❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ 5❧5✲
♠❡♥%❛✐&❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜%❡♥✐& ✉♥ /✐❣♥❛❧ ❛❧%❡&♥❛%✐❢ ❡♥ /♦&%✐❡ ❞✉ ❝♦♥✈❡&%✐//❡✉&✱ ❧✬❛&❝❤✐✲
%❡❝%✉&❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❧❛ ♣❧✉/ /✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣♦&%❡ 0✉❛%&❡ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❤❛&❣❡ ♣❧❛❝5❡ ❡♥%&❡
❧❡/ ❞❡✉① ♣♦✐♥%/ ♠✐❧✐❡✉① o ❡% a✳ ❈❡%%❡ ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡ ♣&❡♥❞ ❛❧♦&/ ❧✬❛♣♣❡❧❧❛%✐♦♥ ❣5♥5&✐0✉❡ ❞❡ ♣♦♥%
❡♥ ❍ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉/%&5 ❞❛♥/ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✼✳
❊♥ ❥♦✉❛♥% /✉& ❧❡/ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥/ ❞❡ ♠❛♥✐B&❡ ❥✉❞✐❝✐❡✉/❡✱ /❡❧♦♥ ❧❛ ♥❛%✉&❡ ❞❡ ❧❛ /♦✉&❝❡ ❞✬❡♥%&5❡✱
❧❛ %❡♥/✐♦♥ ♦✉ ❧❡ ❝♦✉&❛♥% ❞❡ ❧❛ /♦✉&❝❡ /♦♥% ♠♦❞✉❧5/ ❛✜♥ ❞✬♦❜%❡♥✐& ✉♥ /✐❣♥❛❧ ❛❧%❡&♥❛%✐❢ ❞❡ ❢&50✉❡♥❝❡
❞5/✐&5❡✳
❊◆■❚✲▲●M ✷✵✶✻ ✸✺
❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ /%❛%✐0✉❡ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡
❋✐❣✉$❡ ✶✳✼ ✕ ❖♥❞✉❧❡✉' ❡♥ ♣♦♥* ❡♥ ❍✳
✶✳✷✳✸✳✶ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ *❧*♠❡♥-❛✐/❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉-❛-✐♦♥
▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ✐❧❧✉/%&5❡ 8 ❧❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✽✱ ❡/% ✉♥❡ ❛//♦❝✐❛%✐♦♥ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥/ ❞❡✉①
✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ K1 ❡% K
′
1✳ =♦✉& 0✉❡ ❧❛ /♦✉&❝❡ ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ♥❡ /♦✐% ♣❛/ ♠✐/❡ ❡♥ ❝♦✉&%✲❝✐&❝✉✐% ❡%
0✉❡ ❧❡ ❣5♥5&❛%❡✉& ❞❡ ❝♦✉&❛♥% ♥❡ /❡ &❡%&♦✉✈❡ ♣❛/ ❡♥ ❝✐&❝✉✐% ♦✉✈❡&%✱ ✐❧ ❢❛✉% 0✉❡ K1 ❡% K
′
1 /♦✐❡♥%
❝♦♠♣❧5♠❡♥%❛✐&❡/✱ ❝✬❡/%✲8✲❞✐&❡ 0✉❡ ❧♦&/0✉❡ K1 ❝♦♥❞✉✐% K
′
1 ❞♦✐% @%&❡ ❜❧♦0✉5✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉$❡ ✶✳✽ ✕ ✭❛✮ ❈❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉*❛*✐♦♥ ❡* ✭❜✮ ❋♦'♠❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ *❡♥7✐♦♥ Vao✳
▲❛ ❢♦&♠❡ ❞✬♦♥❞❡ ❛✉① ❜♦&♥❡/ ❞✉ ❜&❛/ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉&✱ Vao✱ ♣❡✉% @%&❡ ♦❜%❡♥✉❡✱ ✜❣✉&❡ ✶✳✽❜✳ ▲❛
❢♦&♠❡ ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❞5♣❡♥❞ ❞❡ ♣❧✉/✐❡✉&/ ✐♥❢♦&♠❛%✐♦♥/ ✿ ❧❡ &❛♣♣♦&% ❝②❝❧✐0✉❡ α✱ 0✉✐ ❡/% ❧❡ &❛%✐♦ ❡♥%&❡
❧❡ %❡♠♣/ ❞❡ ❢❡&♠❡%✉&❡ ❞❡ ❧✬✐♥%❡&&✉♣%❡✉& K1 /✉& ✉♥❡ ♣5&✐♦❞❡ T ✱ ❡% ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❝♦♥%✐♥✉❡ ❞✬❡♥%&5❡
❞✉ ❜✉/ ❉❈✱ E✳
❉❛♥/ ❧❡ ❜✉% ❞❡ /✐♠♣❧✐✜❡& ❧✬5%✉❞❡✱ ♥♦✉/ ❛❧❧♦♥/ ❢❛✐&❡ ✉♥ ❝❡&%❛✐♥ ♥♦♠❜&❡ ❞✬❤②♣♦%❤E/❡/ /✉& ❧❡/
✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ ❡% ❧❡/ /♦✉&❝❡/ ✉%✐❧✐/5/✳
• ▲❡/ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ /♦♥% ✐❞5❛✉① ✭%❡♥/✐♦♥ ❞❡ /❛%✉&❛%✐♦♥ ❡% ❝♦✉&❛♥% ❞❡ ❢✉✐%❡ ♥✉❧/✮ ❡% ❝♦♥/✐❞5&5/
♣❛&❢❛✐%/ ✭❧❡/ %❡♠♣/ ♠♦&%/ /♦♥% /✉♣♣♦/5/ ♥✉❧/✮✳
• ▲❡/ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ /♦♥% ❝♦♥/✐❞5&5/ ♣❛&❢❛✐%/✳ ❯♥ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉& ❡/% ❞✐% ♣❛&❢❛✐% ❧♦&/0✉❡ /♦♥
%❡♠♣/ ❞❡ ♠♦♥%5❡ ❡% ❞❡ ❞❡/❝❡♥%❡ ❧♦&/ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡/% ✐♠♠5❞✐❛%✱ 0✉✬✐❧ ♥✬❛ ♣❛/ ❞❡
&❡%❛&❞ ❡% ♥❡ ♣♦//E❞❡ ♣❛/ ❞✬5❧5♠❡♥%/ ♣❛&❛/✐%❡/✳
✸✻ ❊◆■❚✲▲●= ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ /%❛%✐0✉❡ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡
• ▲❡/ /♦✉&❝❡/ ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❡% ❞❡ ❝♦✉&❛♥% /♦♥% /✉♣♣♦/5❡/ ♣❛&❢❛✐%❡/✳ ❈❡❧❛ /✐❣♥✐✜❡ 0✉❡ ❧✬✐♠♣5✲
❞❛♥❝❡ /5&✐❡ ❞✬✉♥❡ /♦✉&❝❡ ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❡/% ♥✉❧❧❡ ❡% 0✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ /♦✉&❝❡ ❞❡ ❝♦✉&❛♥% ❡/%
✐♥✜♥✐❡✳
▲✬❛//♦❝✐❛%✐♦♥ ❞❡/ ❝❡❧❧✉❧❡/ 5❧5♠❡♥%❛✐&❡/ ❢♦&♠❡ ❞❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/ /❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡/ ❡% ❧❛
♠❛♥✐<&❡ ❞♦♥% ❧❛0✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡/ /♦♥% ❛//♦❝✐5❡/✳
✶✳✷✳✸✳✷ ❖♥❞✉❧❡✉* ❡♥ ♣♦♥- ♠♦♥♦♣❤❛12
▲✬♦♥❞✉❧❡✉& ♠♦♥♦♣❤❛/5 ♠❡% ❡♥ =✉✈&❡ ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✱ ❜✐❞✐&❡❝%✐♦♥♥❡❧❧❡/ ❡♥
❝♦✉&❛♥%✱ 0✉✐ /♦♥% ✭K1✱ K
′
1✮ ❡% ✭K2✱ K
′
2✮ ❝❡ 0✉✐ ❝♦♥/%✐%✉❡ ✉♥ ♣♦♥% ❡♥ ❍ ❝♦♠♠❡ ♣&5/❡♥%5 ❞❛♥/ ❧❛
✜❣✉&❡ ✶✳✾✳ ▲❡/ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ ❞❡ ❝❤❛0✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ /♦♥% ❝♦♠♣❧5♠❡♥%❛✐&❡/✱ ❝✬❡/% D ❞✐&❡ ❧♦&/0✉❡ K1 ❡/%
❢❡&♠5 K ′1 ❡/% ❢♦&❝❡♠❡♥% ♦✉✈❡&% ❡% ✐❧ ❡♥ ❡/% ❞❡ ♠E♠❡ ♣♦✉& ❧❛ ❞❡✉①✐<♠❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳
▲✬♦♥❞✉❧❡✉& ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❡/% &5✈❡&/✐❜❧❡ D ❝♦♥❞✐%✐♦♥ 0✉❡ ❧❛ ❝❤❛&❣❡ ❧❡ /♦✐% ❛✉//✐✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✾ ✕ ❖♥❞✉❧❡✉' ♠♦♥♦♣❤❛-.✳
▲❛ %❡♥/✐♦♥ Vao ♣&❡♥❞ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉& ✿
• Vao = E ❧♦&/0✉❡ K1 ❡/% ❢❡&♠5✳
• Vao = 0 ❧♦&/0✉❡ K1 ❡/% ♦✉✈❡&%✳
❉❡ ❧❛ ♠E♠❡ ♠❛♥✐<&❡✱ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ Vbo ♣&❡♥❞ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉& ✿
• Vbo = E ❧♦&/0✉❡ K2 ❡/% ❢❡&♠5✳
• Vbo = 0 ❧♦&/0✉❡ K2 ❡/% ♦✉✈❡&%✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✵ ✕ ✭❛✮ ❚❡♥-✐♦♥ Vao ❡4 ✭❜✮ ❚❡♥-✐♦♥ Vbo✳
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❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ /%❛%✐0✉❡ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡
▲❡/ 5%❛%/ ♣♦//✐❜❧❡/ ❞❛♥/ ❝❡ %②♣❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& /♦♥% &❡♣&5/❡♥%5/ ❞❛♥/ ❧❛ %❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✳
❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ()*✉❡♥❝❡( ❞❡ ❧❛ -❡♥(✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛1❣❡ Vab✳
K1 K2 K
′
1 K
′
2 Vab
✶ ✵ ✵ ✶ E
✶ ✶ ✵ ✵ 0
✵ ✵ ✶ ✶ 0
✵ ✶ ✶ ✵ −E
❆ ♣❛&%✐& ❞✉ %❛❜❧❡❛✉ ❞❡/ /50✉❡♥❝❡/ ✭✶✳✶✮✱ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❛❧%❡&♥❛%✐✈❡ ♣♦//✐❜❧❡ ❛✉① ❜♦&♥❡/ ❞❡ ❧❛
❝❤❛&❣❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ❡/% ♣&5/❡♥%5❡ ❞❛♥/ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✶✶✳
❋✐❣✉)❡ ✶✳✶✶ ✕ ❆❧❧✉1❡ ❞❡ ❧❛ -❡♥(✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛1❣❡ Vab✳
❚♦✉% ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ 5❧5♠❡♥%❛✐&❡✱ ❧✬❛❧❧✉&❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥
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❞✬♦♥❞❡ ❞❡/ %❡♥/✐♦♥/ /✬❛♠5❧✐♦&❡&♦♥%✳ ❈❡%%❡ /%&✉❝%✉&❡ ❡/% ❝♦♥/✐❞5&5❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣&❡♠✐❡& ✈5&✐%❛❜❧❡
❝♦♥✈❡&%✐//❡✉& ♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉① ✭7 %&♦✐/ ♥✐✈❡❛✉①✮ ♣♦✉& ❞❡/ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥/ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ %❡♥/✐♦♥✳ ❉❡♣✉✐/✱
❞❡ ♥♦♠❜&❡✉/❡/ 5%✉❞❡/ ♦♥% 5%5 ♣&♦♣♦/5❡/ ♣♦✉& 5%✉❞✐❡& /❡/ ♣&♦♣&✐5%5/ ❡% ❧❡/ 5✈♦❧✉%✐♦♥/ ♣♦//✐❜❧❡/
❞❡ ❝❡%%❡ /%&✉❝%✉&❡✳
❊♥ ✶✾✽✶✱ ◆❛❜❛❡ ❡% ❛❧✳ ♠♦♥%&❡♥% 0✉❡ ❝❤❛0✉❡ ❝♦♠♣♦/❛♥% /✉♣♣♦&%❡ ✉♥❡ ❢&❛❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥
❣&G❝❡ 7 ✉♥ ❛❣❡♥❝❡♠❡♥% ❞❡ ❞✐♦❞❡/ ❝♦♥♥❡❝%5❡/ ❡♥%&❡ ❝❤❛0✉❡ ♣♦%❡♥%✐❡❧ ❡% ❧❡/ ❞✐✛5&❡♥%/ ❝♦♠♣♦/❛♥%/
❛❝%✐❢/ ❬✷✵❪✳ ❆✐♥/✐ ❡/% ❞5✜♥✐ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& 7 ❞✐♦❞❡/ ❝❧❛♠♣5❡/ ♦✉ ✓ ◆❡✉%&❛❧ P♦✐♥% ❈❧❛♠♣❡❞ ✔◆P❈✳
▲✬♦❜❥❡❝%✐❢ 5%❛✐% ❞❡ &5❞✉✐&❡ ❧✬❛♠♣❧✐%✉❞❡ ❞❡/ ❤❛&♠♦♥✐0✉❡/ ✐♥❥❡❝%5/ ♣❛& ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ❞❛♥/ ❧❛ ❝❤❛&❣❡
♣♦✉& ❞❡/ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥/ ❞❡ %②♣❡ ❛❧✐♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡ ♠♦%❡✉&✳ ❈❡%%❡ %♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡/% %&S/ ✉%✐❧✐/5❡ ❞❛♥/ ❧❡/
✈❛&✐❛%❡✉&/ ❞❡ ✈✐%❡//❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ %❡♥/✐♦♥ ❬✷✸❪✳
▲❡/ %♦♣♦❧♦❣✐❡/ ◆P❈ 7 %&♦✐/ ♥✐✈❡❛✉① ❡% ❝❡❧❧❡/ ❡♥ ❍ ♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉① /♦♥% ❞❡/ /%&✉❝%✉&❡/ %&S/
✉%✐❧✐/5❡/ ♣❛& ❧❡/ ✐♥❞✉/%&✐❡❧/ ❞❛♥/ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛&✐❛%✐♦♥ ❞❡ ✈✐%❡//❡✳
❊♥ ❝❡ 0✉✐ ❝♦♥❝❡&♥❡ ❧❛ %♦♣♦❧♦❣✐❡ ◆P❈✱ ❡❧❧❡ ❡♠♣❧♦✐❡ ❞❡/ ❝♦♠♣♦/❛♥%/ ❞❡ ♠♦②❡♥ ❡% ❢♦&% ❝❛❧✐❜&❡ ❡♥
%❡♥/✐♦♥✱ %❛♥❞✐/ 0✉❡ ❧❛ %♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❍ ✉%✐❧✐/❡ ❞❡/ ■●❇❚ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝❛❧✐❜&❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡&♠❡% ❞✬❛%%❡✐♥❞&❡
❞❡/ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❡% ❞❡ ♣✉✐//❛♥❝❡ 5❧❡✈5/✳ ❊❧❧❡ ♥5❝❡//✐%❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥% ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ Y✉✈&❡ ❞✬✉♥
%&❛♥/❢♦&♠❛%❡✉& ♣♦✉& ✐/♦❧❡& ❝❤❛0✉❡ /♦✉&❝❡ ❞✬❛❧✐♠❡♥%❛%✐♦♥✳
❈❡%%❡ /♦❧✉%✐♦♥ ❡/% ♣❧✉/ ❝❤S&❡ ♠❛✐/ ♣&♦❝✉&❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉&❡ 0✉❛❧✐%5 ❞❡ /✐❣♥❛✉① ❡♥ ❡♥%&5❡✳ ❈♦♠♠❡
❧❛ /%&✉❝%✉&❡ ❡♥ ❍ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥ ♣❧✉/ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦/❛♥%/ ❛❝%✐❢/ 0✉❛♥❞ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥%❡ ❧❡
♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉①✱ ♣♦✉& ❛%%❡✐♥❞&❡ ❧❛ ♠Z♠❡ 0✉❛❧✐%5 ❞❡ /✐❣♥❛✉①✱ ♦♥ ♣❡✉% ❛❧♦&/ ❞✐♠✐♥✉❡& ❧❛
❢&50✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛0✉❡ ❝♦♠♣♦/❛♥% ❡%✱ ❛✐♥/✐✱ ❞✐♠✐♥✉❡& ❧❡/ ♣❡&%❡/✳ ❈❡❧❛ ❢❛✈♦&✐/❡ ❡♥
❝♦♥/50✉❡♥❝❡ ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ Y✉✈&❡ ❞✬✉♥ /②/%S♠❡ ❞❡ &❡❢&♦✐❞✐//❡♠❡♥% ♠♦✐♥/ ❡♥❝♦♠❜&❛♥%✳
◆♦✉/ ♣♦✉✈♦♥/ ❝♦♥/%❛%❡& 0✉✬✐❧ ❡①✐/%❡ ❞❡✉① ♣❤✐❧♦/♦♣❤✐❡/ ❞❛♥/ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥
♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉① ❞♦♥% ❧✬✉♥❡ ❝♦♥/✐/%❡ 7 %&❛✈❛✐❧❧❡& ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ✭✸ ♥✐✈❡❛✉① ♦✉ ✺
♥✐✈❡❛✉①✮ ♣♦✉& /❛ /✐♠♣❧✐❝✐%5 ❡% /♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦\%✱ ❡% ❧✬❛✉%&❡ ❡/% ❞❡ ♣&♦♣♦/❡& ❞❡/ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥/ ❛✈❡❝
✉♥ ❣&❛♥❞ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ✭♣❧✉/ ❞❡ ✼ ♥✐✈❡❛✉①✱ ❬✷✹❪ ❡% ❬✷✺❪✮ ♣♦✉& /❛ 0✉❛❧✐%5 ❞❡ /✐❣♥❛✉①✱ /♦♥
&❡♥❞❡♠❡♥% 5❧❡✈5 ❡% /❡/ ❧❛&❣❡/ ❣❛♠♠❡/ ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❡% ❞❡ ♣✉✐//❛♥❝❡✳
❯♥ ❛✉%&❡ %②♣❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡&%✐//❡✉& ❡/% ♠✐/ ❡♥ Y✉✈&❡ ♣❛& ❚✳ ▼❡②♥❛&❞ ❡% ❍✳ ❋♦❝❤ ❡♥ ✶✾✾✷ ❞❛♥/
❬✷✻❪✳ ■❧ ❝♦♥/✐/%❡ 7 ♠❡%%&❡ ❡♥ /5&✐❡ ❞❡/ ❝❡❧❧✉❧❡/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✱ ❞✬♦b ❧❡ %❡&♠❡ ❢&❛♥c❛✐/ ✓ ❝♦♥✈❡&✲
%✐//❡✉& ♠✉❧%✐❝❡❧❧✉❧❛✐&❡ /5&✐❡ ✔✳ ■❧ ♣❡&♠❡% ❞✬✉%✐❧✐/❡& ❞❡/ /♦✉&❝❡/ ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ✢♦%%❛♥%❡/ ❞✬❛♠♣❧✐%✉❞❡/
❞5❝&♦✐//❛♥%❡/✳ ❙✐ ❧❡/ /♦✉&❝❡/ ❞❡ %❡♥/✐♦♥ /♦♥% ❞❡/ ❝❛♣❛❝✐%5/✱ ❧❛ /%&✉❝%✉&❡ ❡/% ❛❧♦&/ ❛♣♣❡❧5❡ ✓ ♦♥✲
❞✉❧❡✉& 7 ❝❛♣❛❝✐%5/ ✢♦%%❛♥%❡/ ✔ ♦✉ ✓ ❋❧②✐♥❣ ❈❛♣❛❝✐%♦&/ ✭❋❈✮ ✔✳ ❈❡%%❡ /%&✉❝%✉&❡ ♣❡&♠❡% ❞✬♦❜%❡♥✐&
/✉✣/❛♠♠❡♥% ❞✬5%❛%/ &❡❞♦♥❞❛♥%/ ♣♦✉& ❛//✉&❡& ✉♥ 50✉✐❧✐❜&❛❣❡ ♥❛%✉&❡❧ ❞❡/ %❡♥/✐♦♥/ ✢♦%%❛♥%❡/✱
/❛❝❤❛♥% 0✉❡ ❧❡ %❡♥/✐♦♥ ❡/% &5♣❛&%✐❡ 50✉✐%❛❜❧❡♠❡♥% ❛✉① ❜♦&♥❡/ ❞❡ ❝❤❛0✉❡ ❝♦♠♣♦/❛♥% ❛❝%✐❢✳
❈✬❡/% 7 ♣❛&%✐& ❞❡/ ❛♥♥5❡/ ✷✵✵✵ 0✉❡ ❧❡ ❝♦♥✈❡&%✐//❡✉& ▼▼❈ ✓ ▼♦❞✉❧❛& ▼✉❧%✐❧❡✈❡❧ ❈♦♥✈❡&%❡& ✔
7 5%5 ❝♦♥c✉ ❬✷✼❪✳ ■❧ ♥❡ ♥5❝❡//✐%❡ ♣❛/ ❞✬❛❧✐♠❡♥%❛%✐♦♥/ ❡①%❡&♥❡/ ♣♦✉& ❝❤❛0✉❡ ♠♦❞✉❧❡✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦♥✈❡&%✐//❡✉& ▼▼❈ ❝♦♠♣♦&%❡ ❞❡/ ❝♦♥❞❡♥/❛%❡✉&/ ✢♦%%❛♥%/✱ ❧✬50✉✐❧✐❜&❛❣❡ ❞❡/ %❡♥✲
/✐♦♥/ ❡% ❧❡/ /%&❛%5❣✐❡/ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ /♦♥% ❞✐✣❝✐❧❡/ 7 ♠❡%%&❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡✱ ❡♥ ♣❧✉/ ❧❡/ ❝♦♥❞❡♥/❛%❡✉&/ ❞❡
♣✉✐//❛♥❝❡/ /♦♥% %&S/ ✐♠♣♦/❛♥%/✱ ♥♦%♦♥/ ❝❡♣❡♥❞❛♥% 0✉❡ ❝❡/ ❝♦♥❞✐%✐♦♥/ ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% &❡/%❡♥%
❊◆■❚✲▲●P ✷✵✶✻ ✹✸
❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ /%❛%✐0✉❡ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡
❧✐♠✐%5❡/ ❬✶✷❪✳
❇✐❧❛♥ ❞❡' '()✉❝(✉)❡' ❞❡ ❝♦♥✈❡)(✐''❡✉)' . ()♦✐' ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ (❡♥'✐♦♥ ❡( ❛♥❛❧②'❡ ❞✉
❢♦♥❝(✐♦♥♥❡♠❡♥(
❉❛♥/ ❧❡/ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥/ ❞❡ ❢♦&%❡/ ♣✉✐//❛♥❝❡/✱ ❧❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/ > %&♦✐/ ♥✐✈❡❛✉① /♦♥% ♣❧✉/ ❛❞❛♣%5/
♣❛& &❛♣♣♦&% ❛✉① ♦♥❞✉❧❡✉&/ ❝❧❛//✐0✉❡/✱ ❞✉ ❢❛✐% 0✉❡ ❧❡/ %❡♥/✐♦♥/ ❡% ❝♦✉&❛♥%/ ❞❡ /♦&%✐❡ ♣&5/❡♥%❡♥%
✉♥ %❛✉① ❞✬❤❛&♠♦♥✐0✉❡/ ♥❡%%❡♠❡♥% ♣❧✉/ ❢❛✐❜❧❡ ❬✷✽❪✳
❉❡ ♥♦♠❜&❡✉/❡/ %♦♣♦❧♦❣✐❡/ ❞❡/ ❝♦♥✈❡&%✐//❡✉&/ ♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉① ♦♥% ❞5❥> 5%5 ✐♠❛❣✐♥5❡/ ❡% ♠✐/❡/
❡♥ C✉✈&❡✳ D♦✉& ❞❡/ &❛✐/♦♥/ ❞❡ /✐♠♣❧✐❝✐%5✱ ♥♦✉/ ❧✐♠✐%❡&♦♥/ ❧✬5%✉❞❡ > ✉♥ ❜&❛/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& > %&♦✐/
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ♣♦✉& ❝❤❛0✉❡ /%&✉❝%✉&❡✳ ◆♦✉/ ❛❧❧♦♥/ ❡♥ ♣&5/❡♥%❡& ❧❡/ ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡/✳
❖♥❞✉❧❡✉) . ❞✐♦❞❡' ❝❧❛♠♣5❡'
▲❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/ ◆D❈ /♦♥% ✐♥%5&❡//❛♥%/ ♣♦✉& ❧❡/ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥/ %&✐♣❤❛/5❡/ ♥5❝❡//✐%❛♥% ♣❡✉ ❞❡
♥✐✈❡❛✉①✳ ▲✬5♥❡&❣✐❡ /%♦❝❦5❡ > ❧✬5%❛❣❡ ✐♥%❡&♠5❞✐❛✐&❡ ♣❡✉% G%&❡ &5❞✉✐%❡✳ ❯♥❡ %♦♣♦❧♦❣✐❡ ❝❧❛//✐0✉❡
❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ◆D❈ > %&♦✐/ ♥✐✈❡❛✉① ❡/% &❡♣&5/❡♥%5❡ > ❧❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✶✼✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✼ ✕ ❇"❛$ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉" ◆-❈ / 0"♦✐$ ♥✐✈❡❛✉①✳
❉❛♥/ ❝❡%%❡ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥✱ ❝❤❛0✉❡ ❜&❛/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❡/% ❝♦♥/%✐%✉5 ❞❡ 0✉❛%&❡ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ ❜✐❞✐✲
&❡❝%✐♦♥♥❡❧/ ❡♥ ❝♦✉&❛♥% ❡% ❞❡ ❞❡✉① ❞✐♦❞❡/✳ ❈❡/ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ /♦♥% &❡♣&5/❡♥%5/ ❞❛♥/ ♥♦%&❡ /❝❤5♠❛
♣❛& ❞❡✉① ♣❛✐&❡/ &❡❣&♦✉♣5/ ❡♥ ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ 5❧5♠❡♥%❛✐&❡/✳ ▲❛ ♣&❡♠✐L&❡ ❝❡❧❧✉❧❡
❡/% ❝♦♥/%✐%✉5❡ ❞❡/ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ K1✱ K
′
1 ❡% ❧❛ ❞❡✉①✐L♠❡ ❡/% ❝♦♥/%✐%✉5❡ ❞❡ K2✱ K
′
2✳
▲❡ ❜✉/ ❝♦♥%✐♥✉ /❡ ❝♦♠♣♦/❡ ❞❡ ❞❡✉① /♦✉&❝❡/ ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❡♥ /5&✐❡ ❢♦&♠❛♥% ✉♥ ♣♦✐♥% ♠✐❧✐❡✉ ♥♦%5
(o) ❛✉0✉❡❧ /♦♥% ❝♦♥♥❡❝%5/ ❧❡/ ❞✐♦❞❡/✱ ♣❡&♠❡%%❛♥% > ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ❞✬❛✈♦✐& ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ /✉♣♣❧5♠❡♥%❛✐&❡
♣❛& &❛♣♣♦&% > ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ❝♦♥✈❡♥%✐♦♥♥❡❧ > ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉①✳
■❧ ❡①✐/%❡ %&♦✐/ /50✉❡♥❝❡/ ♣♦//✐❜❧❡/ ♣♦✉& ❝❡% ♦♥❞✉❧❡✉& /❡❧♦♥ ❧❡/ ❞✐✛5&❡♥%/ 5%❛%/ ♣♦//✐❜❧❡/ ♣♦✉&
❧❡/ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ ✿
✹✹ ❊◆■❚✲▲●D ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ /%❛%✐0✉❡ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡
❚❛❜❧❡ ✶✳✷ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ()*✉❡♥❝❡( ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉/ ◆1❈ 3 4/♦✐( ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ 4❡♥(✐♦♥✳
K1 K2 K
′
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′
2 Vao
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✵ ✵ ✶ ✶
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2
✶ ✵ ✵ ✶ ■♥❞5✜♥✐❡
▲❡ ❝❛/ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ✐♥❞5✜♥✐❡ /✬❡①♣❧✐0✉❡ ♣❛& ❧❡ ❢❛✐% 0✉❡ ❞❛♥/ ❝❡%%❡ /50✉❡♥❝❡ /❡❧♦♥ ❧❡ /✐❣♥❡ ❞✉
❝♦✉&❛♥% ✿ {
Ia > 0⇒ Vao = E2
Ia < 0⇒ Vao = −E2
✭✶✳✽✮
❖♥ ❡♥ ❞5❞✉✐%✱ ♣♦✉& ❝❡%%❡ /50✉❡♥❝❡✱ 0✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞❡ Vao ❞5♣❡♥❞ ❞✉ /❡♥/ ❞❡ ❝♦✉&❛♥%✳
▲❛ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ❛//♦❝✐5❡ C ❝❡%%❡ /%&✉❝%✉&❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❡/% &5❛❧✐/5❡ /✐♠♣❧❡♠❡♥% C ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ %②♣❡ ▼▲■ ✐♥%❡&/❡❝%✐✈❡✳ ▲❡ /②/%F♠❡ ❡/% ❝♦♠♣♦/5 ❞❡ ❞❡✉① ♣♦&%❡✉/❡/ ❡% ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡
❝❡/ ♣♦&%❡✉/❡/ ❡/% ❧✐5❡ C ❧✬✉♥ ❞❡/ ❞❡✉① ❣&♦✉♣❡/ ❞✬✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ ❝♦♠♠❛♥❞5/ ❞❡ ♠❛♥✐F&❡ ❝♦♠♣❧5✲
♠❡♥%❛✐&❡✳ ▲❛ ♣♦&%❡✉/❡ ❡♥ ❜❧❡✉ ♣❡&♠❡% ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡& ❧❡/ 5%❛%/ ❞❡/ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ K1✱ K
′
1 ❡% ❧❛
♣♦&%❡✉/❡ ❡♥ ✈❡&% ♣❡&♠❡% ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡& K2✱ K
′
2✱ ✈♦✐& ✜❣✉&❡ ✶✳✶✽✳
❋✐❣✉)❡ ✶✳✶✽ ✕ ❚❡❝❤♥✐*✉❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛4✐♦♥ ❡4 (✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ K1 ❡4 K2 ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉/
◆1❈ 3 4/♦✐( ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ 4❡♥(✐♦♥✳
❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉/%&5 /✉& ❧❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✶✽✱ /❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥%❡✱ ✉♥❡ ♣❛&%✐❡ ❞✉ ❜&❛/ ❞❡
❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ❡/% ✧❝❧❛♠♣5❡✧ C ✉♥❡ ✈❛❧❡✉& ✜①❡✱ ❝❡ 0✉✐ ♣❡✉%✲J%&❡ ❞5❝&✐% ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❜❧♦❝❛❣❡ ❞❡ ❧✬✉♥❡
❞❡/ ❝❡❧❧✉❧❡/✳
▲❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✶✾ ♣&5/❡♥%❡ ❧❡/ ❢♦&♠❡/ ❞✬♦♥❞❡/ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❡% ❞✉ ❝♦✉&❛♥% ❡♥ /♦&%✐❡ ❞❡ ❝❡%
♦♥❞✉❧❡✉&✳
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❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ /%❛%✐0✉❡ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡
❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✾ ✕ ❚❡♥$✐♦♥ ❞❡ $♦()✐❡ ❡) ❝♦✉(❛♥) ❞❡ ❝❤❛(❣❡ ♣♦✉( ✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉( ◆2❈ 4 )(♦✐$ ♥✐✈❡❛✉①
▲❡/ /%&✉❝%✉&❡/ ♣❡&♠❡%%❛♥% ✉♥❡ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ ❞✐&❡❝%❡✱ %❡❧❧❡/ 0✉❡ ❧❡ ◆:❈✱ ✉%✐❧✐/5 ❞❛♥/ ❝❡&%❛✐♥❡/
5%✉❞❡/ %❡❧❧❡/ 0✉❡ ❬✷✾❪ ❡% ❧❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/ ? ❝❡❧❧✉❧❡/ ✐♠❜&✐0✉5❡/✱ /♦♥% ❛✈❛♥%❛❣❡✉/❡/ ♣♦✉& ❧❡/ ❛♣♣❧✐❝❛✲
%✐♦♥/ ❛✈❡❝ 5❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♣✉✐//❛♥❝❡ ❛❝%✐✈❡ ❬✸✵❪✱ ❧♦&/0✉✬✉♥❡ ✐/♦❧❛%✐♦♥ ❣❛❧✈❛♥✐0✉❡ ♥✬❡/% ♣❛/ ♥5❝❡//❛✐&❡
❡♥%&❡ ❧❡/ /♦✉&❝❡/ 5❝❤❛♥❣❡❛♥% ❞❡ ❧❛ ♣✉✐//❛♥❝❡✳ ❖♥ ♣❛&❧❡ ❞✬✐/♦❧❛%✐♦♥ ❣❛❧✈❛♥✐0✉❡ ❡♥%&❡ ❞❡✉① ❝✐&❝✉✐%/
5❧❡❝%&✐0✉❡/ ♦✉ 5❧❡❝%&♦♥✐0✉❡/ ✐♠♠5❞✐❛%❡♠❡♥% ✈♦✐/✐♥/ 0✉❛♥❞ ❧❡ ❝♦✉&❛♥% ♥❡ ♣❡✉% ♣❛/ ❝✐&❝✉❧❡& ❞✐✲
&❡❝%❡♠❡♥% ❡♥%&❡ ❝❡/ ❞❡✉① ❝✐&❝✉✐%/✳ ▲✬✐/♦❧❛%✐♦♥ ❣❛❧✈❛♥✐0✉❡ ♥✬❡♠♣F❝❤❡ ♣❛/ ✉♥ %&❛♥/❢❡&% ❞✬5♥❡&❣✐❡
♦✉ ❞✬✐♥❢♦&♠❛%✐♦♥✱ ♠❛✐/ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ❝♦♥%❛❝% 5❧❡❝%&✐0✉❡✳
:❛&♠✐ ❧❡/ ✐♥❝♦♥✈5♥✐❡♥%/ ❞❡ ❝❡%%❡ /%&✉❝%✉&❡✱ ♦♥ %&♦✉✈❡ ❧❡/ ♣❡&%❡/ ♣❛& ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ 5❧❡✈5❡/
❛✐♥/✐ 0✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ✐♠♣♦&%❛♥% ❞❡/ ❞✐♦❞❡/ ❞❡ ♠❛✐♥%✐❡♥ ❬✶✺❪✳ ▲❛ ❣5♥5&❛❧✐/❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ /%&✉❝%✉&❡
◆:❈ ? ✉♥ ♥♦♠❜&❡ /✉♣5&✐❡✉& ? %&♦✐/ ♥✐✈❡❛✉① ❡/% ❞✐✣❝✐❧❡✱ ❝❛& ✐❧ &❡♥❞ ❧❡ ❝♦♥%&K❧❡ ❡% ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
%&L/ ❝♦♠♣❧❡①❡/ ❬✸✶❪✳
❖♥❞✉❧❡✉& ❡♥ ❝❛)❝❛❞❡
▲✬♦♥❞✉❧❡✉& ❡♥ ❝❛/❝❛❞❡ ❡/% ❜❛/5 /✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ ❝❛/❝❛❞❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&/ ♠♦♥♦♣❤❛/5/ ✭❡♥ ♣♦♥% ❡♥
❍✮ ❡% ❝❤❛0✉❡ ♣♦♥% ❡/% ❛❧✐♠❡♥%5 ♣❛& ✉♥❡ /♦✉&❝❡ ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ✐♥❞5♣❡♥❞❛♥%❡ ✐/♦❧5❡✳
▲❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✷✵ ✐❧❧✉/%&❡ ❧❡ /❝❤5♠❛ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛/5 ❡♥ ❝❛/❝❛❞❡ ? N ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥/✐♦♥
❝♦♥%❡♥❛♥% ✭N − 1✮ ❝❡❧❧✉❧❡/ 5❧5♠❡♥%❛✐&❡/ ❛✉ /❡✐♥ ❞❡ ❝❤❛0✉❡ ❜&❛/✳
❈❤❛0✉❡ ♣❤❛/❡ ❞✉ ❝♦♥✈❡&%✐//❡✉& ❡/% ❝♦♥/%✐%✉5❡ ❞❡ ✭
N−1
2
✮ 5%❛❣❡/ ❞❡ ♣♦♥%/ ♠♦♥♦♣❤❛/5/ ❝❧❛/✲
/✐0✉❡/✳ ❈❡/ ♣♦♥%/ /♦♥% ♠♦♥%5/ ❡♥ ❝❛/❝❛❞❡ ❞❡ %❡❧❧❡ /♦&%❡ 0✉❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ /♦&%✐❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ❡♥
❝❛/❝❛❞❡ ✭❡♥ ♣♦♥% ❍✮ ❡/% ❧❛ /♦♠♠❡ ❞❡/ %❡♥/✐♦♥/ ❞❡ /♦&%✐❡/ ❞❡ ❝❤❛0✉❡ ♣♦♥% ♠♦♥♦♣❤❛/5✳ ❈❡ %②♣❡
❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❝♦♥%✐❡♥% 2(N − 1) ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ ♣❛& ❜&❛/✳
✹✻ ❊◆■❚✲▲●: ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ /%❛%✐0✉❡ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡
❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✵ ✕ ❖♥❞✉❧❡✉' ('✐♣❤❛-. ❡♥ ❝❛-❝❛❞❡ 0 N ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ (❡♥-✐♦♥✳
▲❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/ 7 ❝❡❧❧✉❧❡/ ❡♥ ❝❛/❝❛❞❡ /♦♥% ❞❡/ /%&✉❝%✉&❡/ 7 ♣&✐✈✐❧5❣✐❡& ♣♦✉& ❧❡/ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥/ ♦8
✐❧ ❢❛✉% ♠❡%%&❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ✐/♦❧❛%✐♦♥ ❣❛❧✈❛♥✐0✉❡ 7 ❧✬❛✐❞❡ ❞❡/ %&❛♥/❢♦&♠❛%❡✉&/ ♠♦②❡♥♥❡ ♦✉ ❤❛✉%❡
❢&50✉❡♥❝❡ ❬✶✺❪✳
❖✉%&❡ ❧✬❛✈❛♥%❛❣❡ ❞✬❛//✉&❡& ✉♥ 50✉✐❧✐❜&❛❣❡ ♥❛%✉&❡❧ ❞❡/ %❡♥/✐♦♥/✱ ❝❡%%❡ /%&✉❝%✉&❡ ♣❡&♠❡% ❞✬❛❧✐✲
♠❡♥%❡& ✉♥❡ ❝❤❛&❣❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♦✉ ❤❛✉%❡ %❡♥/✐♦♥ 7 ♣❛&%✐& ❞❡ ♣❧✉/✐❡✉&/ /♦✉&❝❡/ ❜❛//❡ %❡♥/✐♦♥ ❬✸✷❪✳
❈❡%%❡ %♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡/% ✐♥%5&❡//❛♥%❡✱ ❝❛& ❡❧❧❡ ♣❡&♠❡% ❞✬❛%%❡✐♥❞&❡ ✉♥ ❣&❛♥❞ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❛✈❡❝ ✉♥
♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❝♦♠♣♦/❛♥%/ ♥5❝❡//❛✐&❡/ ❬✶✷❪✱ ❡% ❛✉//✐ ❡❧❧❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥%❛❣❡ ❞✬❛✈♦✐& ♠♦✐♥/ ❞❡ ♣❡&%❡/ ♣❛&
❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❬✶✺❪✳ ❈❡%%❡ %♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡/% ❜❡❛✉❝♦✉♣ ✉%✐❧✐/5❡ ❞❛♥/ ❞❡/ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥/ ♣❤♦%♦✈♦❧%❛F0✉❡/✱
❬✸✸❪✳
G♦✉& ♠✐❡✉① ❝♦♠♣&❡♥❞&❡ ❧❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ❞❡ ❧❛ /%&✉❝%✉&❡ ❡♥ ❝❛/❝❛❞❡ ✭❡♥ ♣♦♥% ❡♥ ❍✮ 7 %&♦✐/
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥/✐♦♥✱ ♥♦✉/ ❛❧❧♦♥/ ❡♥ ♣&5/❡♥%❡& ❧❛ /%&✉❝%✉&❡ ❞❡ ❜❛/❡ 0✉✐ ♥✬❡/% &✐❡♥ ❞✬❛✉%&❡ 0✉✬✉♥
♦♥❞✉❧❡✉& ♠♦♥♦♣❤❛/5✱ ❛✉%♦&✐/❛♥% %&♦✐/ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥/✐♦♥✱ ✜❣✉&❡ ✶✳✷✶✳
▲✬♦♥❞✉❧❡✉& ❡♥ ❝❛/❝❛❞❡ 7 %&♦✐/ ♥✐✈❡❛✉① ❝♦♥%✐❡♥% ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❛✉ /❡✐♥ ❞❡
❝❤❛0✉❡ ❜&❛/✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉/ ❧❡ ♠♦♥%&♦♥/ ❞❛♥/ ❧❛ ✜❣✉&❡ /✉✐✈❛♥%❡ ✿
❊◆■❚✲▲●G ✷✵✶✻ ✹✼
❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ /%❛%✐0✉❡ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡
❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✶ ✕ ❇"❛$ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉" ❡♥ ❝❛$❝❛❞❡ - ."♦✐$ ♥✐✈❡❛✉①✳
■❧ ❡/% ❝❛&❛❝%5&✐/5 ♣❛& %&♦✐/ 5%❛%/ ♣♦//✐❜❧❡/ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉/%&5 ❞❛♥/ ❧❡ %❛❜❧❡❛✉ ✶✳✸✳
❚❛❜❧❡ ✶✳✸ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ $56✉❡♥❝❡$ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉" ❡♥ ❝❛$❝❛❞❡
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′
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✶ ✵ ✵ ✶ E
✶ ✶ ✵ ✵ 0
✵ ✵ ✶ ✶ 0
✵ ✶ ✶ ✵ −E
▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛ ♣❧✉/ /✐♠♣❧❡ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& ❡/% &5❛❧✐/5❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛=♦♥ /✉✐✈❛♥%❡ ✿
✉♥❡ ♣♦&%❡✉/❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❛✉① ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡% ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛♥%❡ ♣♦✉& ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡
❝❡/ ❝❡❧❧✉❧❡/✱ ❝❡/ ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❛♥%❡/ /♦♥% ❡♥ ♦♣♣♦/✐%✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛/❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥%&❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✷✷✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✷ ✕ ❚❡❝❤♥✐6✉❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛.✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉" ❡♥ ❝❛$❝❛❞❡ - ."♦✐$ ♥✐✈❡❛✉①✳
▲❡/ ❢♦&♠❡/ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❡% ❞❡ ❝♦✉&❛♥% ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& ❡♥ ❝❛/❝❛❞❡ C %&♦✐/ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
%❡♥/✐♦♥ /♦♥% ✐❧❧✉/%&5❡/ ❞❛♥/ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✷✸✳
✹✽ ❊◆■❚✲▲●K ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ /%❛%✐0✉❡ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡
❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✸ ✕ ❋♦#♠❡& ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ,❡♥&✐♦♥ ❡, ❞✉ ❝♦✉#❛♥, ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉# ❡♥ ❝❛&❝❛❞❡ 0 ,#♦✐&
♥✐✈❡❛✉①
▲❛ ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧%5 ❞❡ ❝❡%%❡ %♦♣♦❧♦❣✐❡ &5/✐❞❡ ❞❛♥/ ❧✬❛❧✐♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡/ ❜&❛/✳ ■❧ ❢❛✉% ❛✉%❛♥%
❞✬❛❧✐♠❡♥%❛%✐♦♥/ ✐/♦❧5❡/ ❧❡/ ✉♥❡/ ❞❡/ ❛✉%&❡/ 0✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡/ ❬✸✵❪✱ ❬✸✶❪✳
▲❡/ %❡❝❤♥✐0✉❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡/ B ❞❡ ❝❡ %②♣❡ ❞❡ %♦♣♦❧♦❣✐❡ /♦♥% ❞✬✉♥❡ ♣❛&% ❧❡/ ▼▲■
❬✸✹❪✱ ❬✸✺❪✱ ❬✸✻❪✱ ❬✸✼❪✱ ❡% ❞✬❛✉%&❡ ♣❛&% ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✈❡❝%♦&✐❡❧❧❡ ❬✸✻❪✱ ❬✸✼❪✳
❖♥❞✉❧❡✉& ' ❝❛♣❛❝✐,-. ✢♦,,❛♥,❡.
▲❛ /%&✉❝%✉&❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦♥✈❡&%✐//❡✉& ❡/% ❛//❡③ /✐♠✐❧❛✐&❡ B ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& B ❞✐♦❞❡ ❝❧❛♠♣5
◆J❈ B ❧❛ ❞✐✛5&❡♥❝❡ 0✉❡ ❞❡/ ❝❛♣❛❝✐%5/ /♦♥% ✐♥%❡&❝❛❧5❡/ ❡♥%&❡ ❧❡/ ❝❡❧❧✉❧❡/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥/✳ ❉✬♦M
❧✬❛♣♣❡❧❧❛%✐♦♥ ✓ ❖♥❞✉❧❡✉& B ❈❛♣❛❝✐%5/ ❋❧♦%%❛♥%❡/ ✔ ✭❋❧②✐♥❣ ❈❛♣❛❝✐%♦&✮ ❋❈✳
❈❡%%❡ /%&✉❝%✉&❡✱ ❞❛♥/ /❛ ❢♦&♠❡ ❣5♥5&✐0✉❡✱ ❡/% ❝♦♠♣♦/5❡ ❞❡ ✭N −1✮ ❝❡❧❧✉❧❡/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✱
/5♣❛&5❡/ ❧❡/ ✉♥❡/ ❞❡/ ❛✉%&❡/ ♣❛& ✭N − 2✮ ❝♦♥❞❡♥/❛%❡✉&/ ✢♦%%❛♥%/✳ ❉❛♥/ ❝❡ %②♣❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✱
❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❛✉① ❜♦&♥❡/ ❞❡ ❝❤❛0✉❡ ❝♦♥❞❡♥/❛%❡✉& /✬50✉✐❧✐❜&❡ ♥❛%✉&❡❧❧❡♠❡♥% ❬✸✽❪ ❬✸✾❪✳ ❉♦♥❝ ❝❡%%❡
/%&✉❝%✉&❡ ❡/% ♣&♦♣♦/5❡ ♣♦✉& &5/♦✉❞&❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛&% ❧❡ ♣&♦❜❧X♠❡ ❞✬50✉✐❧✐❜&❛❣❡ ❞❡ %❡♥/✐♦♥✱ ❡% ❞✬❛✉%&❡
♣❛&% ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦/❛♥%/ B ♠❡%%&❡ ❡♥ Y✉✈&❡ ❛✉ /❡✐♥ ❞❡ ❧❛ /%&✉❝%✉&❡✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✹ ✕ ❇#❛& ❞✬♦♥❞✉❧❡✉# ❋❈ 0 ,#♦✐& ♥✐✈❡❛✉①✳
❊◆■❚✲▲●J ✷✵✶✻ ✹✾
❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ /%❛%✐0✉❡ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡
▲❡ %❛❜❧❡❛✉ ✶✳✹ ♠♦♥%&❡ ❧❡/ 5%❛%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ♣♦//✐❜❧❡/ ❡% ❧❡/ ✈❛❧❡✉&/ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞✉ ❜&❛/
Vao ♣♦✉& ❝❤❛0✉❡ 5%❛%✳ ■❧ ❡/% ; ♥♦%❡& 0✉❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❜&❛/ Vao ♣❡✉% ❛%%❡✐♥❞&❡ %&♦✐/ ♥✐✈❡❛✉① ✿
{0, E/2, E}✳
❚❛❜❧❡ ✶✳✹ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ()*✉❡♥❝❡( ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉/ ❋❈ 2 3/♦✐( ♥✐✈❡❛✉①✳
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❈❡ %②♣❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡&%✐//❡✉& ♣&5/❡♥%❡ ♣❧✉/✐❡✉&/ ❛✈❛♥%❛❣❡/ %❡❧/ 0✉❡ ✿
• ▲❛ ❢❛❝✐❧✐%5 ❞❡ ♠✐/❡ ❡♥ A✉✈&❡ ❞✉ ♠♦❞B❧❡✳
• ▲❡ ❝♦♥❝❡♣% ❞❡ ❝♦♥❞❡♥/❛%❡✉& ✢♦%%❛♥% ♣❡✉% D%&❡ ❛♣♣❧✐0✉5 ; ✉♥ ❝❡&%❛✐♥ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡&✲
%✐//❡✉&/ ❞❡ ❞✐✛5&❡♥%/ %②♣❡/✱ ❉❈ ✴❆❈ ♦✉ ❆❈✴ ❉❈✳
• ▲❛ ♣❧✉♣❛&% ❞❡/ /%&❛%5❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ▼▲■ /♦♥% ❢❛❝✐❧❡♠❡♥% ❛♣♣❧✐0✉5❡/ ; ❝❡%%❡ %♦♣♦❧♦❣✐❡✱
♥♦%❛♠♠❡♥% ❧❛ /%&❛%5❣✐❡ ❞❡ ▼▲■ ❣5♥5&5❡ ♣❛& ❞❡/ /✐♥✉/ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣♦&%❡✉/❡ %&✐❛♥❣✉❧❛✐&❡✳
• ❯♥ 50✉✐❧✐❜&❛❣❡ /✐♠♣❧❡ ❡% ♣♦//✐❜❧❡ ❞❡/ ❝❛♣❛❝✐%5/ ✢♦%%❛♥%❡/ ✭❛✐❞5 ❞✬✉♥ ✜❧%&❛❣❡ ❞❡ /♦&%✐❡✮
❬✸✾❪✳
• ▲❛ %♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡/% ♠♦❞✉❧❛✐&❡ ❡% ♥❡ ❞5♣❡♥❞ ♣❛/ ❞✬✉♥ %&❛♥/❢♦&♠❛%❡✉&✳
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♠✉%❛%✐♦♥ ♣♦//B❞❡ /❛ ♣&♦♣&❡ ♣♦&%❡✉/❡✳ X♦✉& ❛✈♦✐& ✉♥❡ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ %&♦✐/ ♥✐✈❡❛✉①✱ ❧❡/ ♣♦&%❡✉/❡/
/♦♥% ❞5♣❤❛/5❡/ ❞❡ ✭
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N−1✮ ❡% ❞♦♥❝ ❞❛♥/ ❝❡ ❝❛/ ❞❡ 180✝✳ ❙✐ ❝❡❧❧❡/✲❝✐ ♥❡ /♦♥% ♣❛/ ❞5♣❤❛/5❡/✱ ❧❡/
✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ K1 ❡% K2 ♦✉ ✭K
′
1 ❡% K
′
2✮ ❝♦♠♠✉%❡♥% ❡♥ ♠D♠❡ %❡♠♣/✱ ❡% ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ♥✬❡/% ♣❧✉/ 0✉❡
❞❡ ✷ ♥✐✈❡❛✉① ✭0 ❡% E✮✳
✺✵ ❊◆■❚✲▲●X ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ /%❛%✐0✉❡ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡
❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✺ ✕ ❚❡❝❤♥✐'✉❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛.✐♦♥ ❡. /✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ K1 ❡. K2 ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉3
❋❈ 6 .3♦✐/ ♥✐✈❡❛✉①✳
▲❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✷✻ ♣&5/❡♥%❡ ❧❡/ ❢♦&♠❡/ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❝♦✉&❛♥% ❡% ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛&❣❡ ♣♦✉& ❧✬♦♥❞✉❧❡✉&
< ❝❛♣❛❝✐%5/ ✢♦%%❛♥%❡/ < %&♦✐/ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥/✐♦♥✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✻ ✕ ❚❡♥/✐♦♥ ❞❡ /♦3.✐❡ ❡. ❝♦✉3❛♥. ❞❡ ❝❤❛3❣❡ ♣♦✉3 ✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉3 ❋❈ 6 .3♦✐/ ♥✐✈❡❛✉①✳
❈♦♠♠❡ ♣♦✉& ❧❛ /%&✉❝%✉&❡ ◆@❈ < %&♦✐/ ♥✐✈❡❛✉①✱ ❝❡%%❡ /%&✉❝%✉&❡ ♣❡&♠❡% ❞✬❛✈♦✐& %&♦✐/ ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❞✐/%✐♥❝%/✳ ❈❡%%❡ /%&✉❝%✉&❡ ♣❡&♠❡% ❞✬❛✈♦✐& ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ 0✉❛❧✐%5 ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞5❝♦✉♣5❡ ❡♥
/♦&%✐❡ ❛✐♥/✐ 0✉✬✉♥❡ ♦♥❞✉❧❛%✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉&❛♥% ♣❧✉/ ❢❛✐❜❧❡ 0✉❡ ♣♦✉& ✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& ◆@❈ %&♦✐/ ♥✐✈❡❛✉①✳
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❞✉/ ❛✉ ❞5❝♦✉♣❛❣❡ /♦♥% ❛✉%♦✉& ❞❡ ❞❡✉① ❢♦✐/ ❧❛ ❢&50✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞5❝♦✉♣❛❣❡✱ ❞✬♦D ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉&❡ 0✉❛❧✐%5
❞✉ ❝♦✉&❛♥% ✭❧✬♦♥❞✉❧❛%✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉&❛♥% < ❤❛✉%❡ ❢&50✉❡♥❝❡ ❡/% ♣❧✉/ ❢❛✐❜❧❡✮✱ ❬✹✵❪✳ ❊♥ %❡&♠❡ ❞❡ ✜❧%&❛❣❡
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▲❡ $❛❜❧❡❛✉ ❞❡ *+,✉❡♥❝❡* ♠♦♥$1❡♥$ ❜✐❡♥ ,✉❡ ♥♦✉* *♦♠♠❡* ❞❛♥* ❧❡ ❝❛* ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉1 4 $1♦✐*
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ $❡♥*✐♦♥✳ 8♦✉1 ❞✐✛+1❡♥$❡* ❝♦♠❜✐♥❛✐*♦♥* ❞❡* ✐♥$❡11✉♣$❡✉1*✱ ❧❛ $❡♥*✐♦♥ Vao = {E, E2 , 0}
❇✐❧❛♥ ❞❡' ♣)✐♥❝✐♣❛❧❡' '+)✉❝+✉)❡'
❆ ♣❛1$✐1 ❞❡ ❧❛ ❞❡*❝1✐♣$✐♦♥ ❞❡* ❞✐✛+1❡♥$❡* $♦♣♦❧♦❣✐❡* ❡$ ❞❡ ❧❡✉1* ♣1✐♥❝✐♣❡* ❞❡ ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡♠❡♥$✱
♥♦✉* ❛❧❧♦♥* ❡**❛②❡1 ❞❡ ♠❡$$1❡ ❡♥ +✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡* ❞✐✛+1❡♥$* ❛✈❛♥$❛❣❡* ❡$ ✐♥❝♦♥✈+♥✐❡♥$* ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡
❞✬❡❧❧❡* ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❝❡1$❛✐♥* ❝1✐$A1❡* $❡❧* ,✉❡ ❧❡* $♦♣♦❧♦❣✐❡* ❡$ ❧❡* ❝♦♠♣♦*❛♥$* ❞❡ ♣✉✐**❛♥❝❡
✉$✐❧✐*+*✳
❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ $❛❜❧❡❛✉ ✶✳✻✱ ❞♦♥♥+ ❞❛♥* ❬✶✷❪✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛1❛✐*♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜1❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦*❛♥$* ♥+✲
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❞❡ &❛♥❣ ✸✱ ❧❛ ▼▲■ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣♦&%❡✉/❡ ❛❧5❛%♦✐&❡ ❡% ❧❛ ▼▲■ ❞✐/❝♦♥%✐♥✉❡✳
▲❛ ▼▲■ $✐♥✉$ ❛✈❡❝ ♣♦-.❡✉$❡ .-✐❛♥❣✉❧❛✐-❡
❈❡%%❡ ▼▲■ ❛ 5%5 ❧✬✉♥❡ ❞❡/ ♣❧✉/ ✉%✐❧✐/5❡/ ❛✈❛♥% ❧❡ ❞5✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% ❞❡/ /②/%Z♠❡/ ♥✉♠5&✐0✉❡/
❞5❞✐5/✳ ▲❡ ♣&✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ❞❡ ❧❛ ▼▲■ /✐♥✉/ ❛✈❡❝ ♣♦&%❡✉/❡ %&✐❛♥❣✉❧❛✐&❡ ❡/% ♣&5/❡♥%5
❞❛♥/ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✸✵
❊◆■❚✲▲●W ✷✵✶✻ ✺✼
❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ /%❛%✐0✉❡ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡
❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✵ ✕ !"✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❣,♥,"❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▼▲■ 2✐♥✉2✲-"✐❛♥❣❧❡ ❬✹✼❪
▲❛ ♠♦❞✉❧❛♥%❡ ❡/% ❞5✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ /✉✐% ✿
β(t) = masin(wt). ✭✶✳✾✮
ma ❡/% ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ❝❛&❛❝%5&✐/❛♥% ❧✬❛♠♣❧✐%✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥%❡ ✭❡% ❞♦♥❝ ❧✬❛♠♣❧✐%✉❞❡
❞❡/ %❡♥/✐♦♥/ ❢♦✉&♥✐❡/ > ❧❛ ❝❤❛&❣❡✮✳ ■❧ ❡/% ❞5✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ /✉✐% ✿
ma =
Vm
Vp
, ✭✶✳✶✵✮
❛✈❡❝ Vm ❡/% ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❝&A%❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥%❡ ❡% Vp ❡/% ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❝&A%❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦&%❡✉/❡✳ ❉❛♥/ ❧❡
❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ♥♦&♠❛❧✱ ❧✬❛♠♣❧✐%✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥%❡ ♥❡ ❞♦✐% ♣❛/ ❞5♣❛//❡& ❧✬❛♠♣❧✐%✉❞❡ ❞❡ ❧❛
♣♦&%❡✉/❡✳
❈❡ %②♣❡ ❞❡ ▼▲■ ❡/% ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛✉//✐ ♣♦✉& ❧❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/ ♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉①✳ ◆♦✉/ ❞5%❛✐❧❧❡&♦♥/ ♣❛&
❧❛ /✉✐%❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐%5 ❞❡ ❧❛ ♠5%❤♦❞❡ /✉& ❞✬❛✉%&❡/ ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡/✳
▲❛ ▼▲■ ❛✈❡❝ ✐♥❥❡❝*✐♦♥ ❞✬❤❛/♠♦♥✐1✉❡ ✸
❉❛♥/ ❧❛ ♣❧✉♣❛&% ❞❡/ ♠❛❝❤✐♥❡/ 5❧❡❝%&✐0✉❡/ %&✐♣❤❛/5❡/ ❧❡ ♣♦✐♥% ♥❡✉%&❡ ♥✬❡/% ♣❛/ &❡❧✐5✱ ❞♦♥❝
❛✉❝✉♥ ❝♦✉&❛♥% ❤♦♠♦♣♦❧❛✐&❡ ♥❡ ♣❡✉% ❝✐&❝✉❧❡&✳ ▼A♠❡ /✐ ❧❡/ %❡♥/✐♦♥/ ❞❡/ ❜&❛/ ❝♦♥%✐❡♥♥❡♥% ✉♥❡
❝♦♠♣♦/❛♥%❡ ❤♦♠♦♣♦❧❛✐&❡✱ ❝❡❧❧❡ ❝✐ ♥✬❡/% ♣❛/ %&❛♥/♠✐/❡ > ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭❝❤❛&❣❡ 50✉✐❧✐❜&5❡ %&✐♣❤❛/5❡✮✳
❉❛♥/ ✉♥ /♦✉❝✐ ❞✬❛♠5❧✐♦&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❧✐♥5❛✐&❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ✉%✐❧✐/❛♥% ❞❡/ /%&❛%5❣✐❡/ ▼▲■✱
♣❧✉/✐❡✉&/ ✐♥✈❡/%✐❣❛%✐♦♥/ ♦♥% 5%5 ♠❡♥5❡/ ❬✹✽❪✳ ❯♥❡ ❝♦♠♣♦/❛♥%❡ ❤♦♠♦♣♦❧❛✐&❡✱ ❞❡ ❢&50✉❡♥❝❡ %&♦✐/ ❢♦✐/
♣❧✉/ ❣&❛♥❞❡ 0✉❡ ❧❛ ❢&50✉❡♥❝❡ ❞✉ /✐❣♥❛❧ ❞❡ &5❢5&❡♥❝❡✱ ❡/% ❛❥♦✉%5❡ ❛✜♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥%❡& ❧✬❛♠♣❧✐%✉❞❡
✺✽ ❊◆■❚✲▲●U ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ /%❛%✐0✉❡ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡
❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❡♥ /♦&%✐❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& /❛♥/ ❞5❢♦&♠❡& ❧❡/ %❡♥/✐♦♥/ ❞❡ ♣❤❛/❡✳ ❈❡%%❡ ❝♦♠♣♦/❛♥%❡
❤♦♠♦♣♦❧❛✐&❡ ❡/% ❞❡ ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
h3 = ma1sin(3wt) ✭✶✳✶✶✮
▲❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✸✶ ✐❧❧✉/%&❡ ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❛♣&>/ ✐♥❥❡❝%✐♦♥ ❞✬❤❛&♠♦♥✐0✉❡ ✸✳ h1 ❡/% ❧❛
♠♦❞✉❧❛♥%❡ ❝❧❛//✐0✉❡ /❛♥/ ❤❛&♠♦♥✐0✉❡/ ✸✱ h3 ❡/% ❧❛ ❝♦♠♣♦/❛♥%❡ ❤♦♠♦♣♦❧❛✐&❡ ❞❡ ❢&50✉❡♥❝❡ %&♦✐/
❢♦✐/ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥%❡ ❡% h1 + h3 ❡/% ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥%❡ ❛✈❡❝ ❧❡/ ❤❛&♠♦♥✐0✉❡/ ✸✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✶ ✕ ■♥❥❡❝&✐♦♥ ❞✬❤❛-♠♦♥✐/✉❡ ✸ ❬✹✾❪
▲❛ ♠5%❤♦❞❡ ❞✬✐♥❥❡❝%✐♦♥ ❞✬❤❛&♠♦♥✐0✉❡ %&♦✐/ ♣❡&♠❡% ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡ ✶✺ ✪ ❞❡ ❧❛ %❡♥✲
/✐♦♥ ❞❡ /♦&%✐❡ ♣❛& &❛♣♣♦&% D ❝❡❧❧❡ ♦❜%❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ /✐♥✉/♦F❞❛❧❡✱ /❛♥/ ❡♥%&❛G♥❡& ❞❡/
❞✐/%♦&/✐♦♥/ ❞❡/ ❢♦&♠❡/ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛/❡ ❬✺✵❪✳
▲❛ ▼▲■ ❛✈❡❝ ♣♦)*❡✉,❡ ❛❧.❛*♦✐)❡
▲❡ ♣&✐♥❝✐♣❛❧ ♦❜❥❡❝%✐❢ ❞❡/ ▼▲■ ❛❧5❛%♦✐&❡/ ❡/% ❞❡ &5❞✉✐&❡ ❧❡/ ❜&✉✐%/ ❛❝♦✉/%✐0✉❡/ ❞❛♥/ ❧❡/ ♠❛✲
❝❤✐♥❡/ 5❧❡❝%&✐0✉❡/ ❡% ❧❡/ ✐♥%❡&❢5&❡♥❝❡/ 5❧❡❝%&♦♠❛❣♥5%✐0✉❡/ ❛✈❡❝ ❧❡/ ❛✉%&❡/ /②/%>♠❡/ ❬✺✶❪✳ N♦✉&
❝❡❧❛✱ ❧❡ /♣❡❝%&❡ ❤❛&♠♦♥✐0✉❡ ❞❡ ❧❛ ▼▲■ ❛❧5❛%♦✐&❡ ❡/% 5%❛❧5 /✉& ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢&50✉❡♥❝❡ ♣❧✉/ ✐♠✲
♣♦&%❛♥%❡ 0✉❡ ♣♦✉& ❧❛ ▼▲■ ❝❧❛//✐0✉❡✳ ❉❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞❡ ❧❛ ▼▲■ ❝❧❛//✐0✉❡✱ ❧❡/ &❛✐❡/ ❢&50✉❡♥%✐❡❧❧❡/ ❞❡/
❤❛&♠♦♥✐0✉❡/ ❛✉%&❡/ 0✉❡ ❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧ /♦♥% ❣&♦✉♣5❡/ ❛✉① ❢&50✉❡♥❝❡/ ♠✉❧%✐♣❧❡/ ❞❡ ❧❛ ❢&50✉❡♥❝❡
❞❡ ❞5❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ▼▲■✳
▲❡/ ▼▲■ ❛❧5❛%♦✐&❡/ ♣❡✉✈❡♥% Q%&❡ 5❧❛❜♦&5❡/ ❞❡ ❞✐✛5&❡♥%❡/ ♠❛♥✐>&❡/ ❬✺✷❪✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛&%✱ ♣♦✉&
❧❛ ▼▲■ ✐♥%❡&/❡❝%✐✈❡✱ ♦♥ ♣❡✉% ✉%✐❧✐/❡& ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛♥%❡ ❛❧5❛%♦✐&❡ ❬✹✷❪✱ ✉♥❡ ♣♦&%❡✉/❡ ❛❧5❛%♦✐&❡ ♦✉
✉♥❡ ❢&50✉❡♥❝❡ ❛❧5❛%♦✐&❡✳ ❉✬❛✉%&❡ ♣❛&%✱ ♣♦✉& ❧❛ ▼▲■ ✈❡❝%♦&✐❡❧❧❡ ✭❡❧❧❡ /❡&❛ ❞5❝&✐%❡ ♣❛& ❧❛ /✉✐%❡✮✱ ❧❛
♣5&✐♦❞❡ ❞✬5❝❤❛♥%✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡/% ❛❧5❛%♦✐&❡♠❡♥% ♠♦❞✐✜5❡✳ ■❧ ❢❛✉% ♥♦%❡& 0✉❡ ❧❛ ♣5&✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦&%❡✉/❡
♥✬❡/% ♣❧✉/ ❝♦♥/%❛♥%❡✱ ❡% ❝✬❡/% ❧❛ &❛✐/♦♥ ♣♦✉& ❧❛0✉❡❧❧❡ ❧❡ /♣❡❝%&❡ ❡/% 5%❛❧5 /✉& ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ♣❧✉/ ❧❛&❣❡✳
❊◆■❚✲▲●N ✷✵✶✻ ✺✾
❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ /%❛%✐0✉❡ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡
▲❛ ▼▲■ ❞✐&❝♦♥*✐♥✉❡
▲❡ ♣&✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❜❛/❡ ❞❡ ❝❡%%❡ %❡❝❤♥✐0✉❡ ❡/% ❞❡ ❣❛&❞❡& ❧✬5%❛% ❞✬✉♥ ❜&❛/ ❞❡ ♣♦♥%✱ ♣❛&♠✐ ❧❡/ %&♦✐/
❜&❛/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛/5✱ ✐♥❝❤❛♥❣5 ♣❡♥❞❛♥% ❝❤❛0✉❡ ♣5&✐♦❞❡ ❞❡ ❞5❝♦✉♣❛❣❡✳ ❉✉&❛♥% ❝❡% ✐♥%❡&✈❛❧❧❡
❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡✱ ❧❡/ /❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝%❡✉&/ ❝❡//❡♥% ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❡& ❞✬♦< ❧✬❛♣♣❡❧❧❛%✐♦♥ ✓ ▼▲■ @ ❞❡✉①
♣❤❛/❡/ ✔ ♦✉ ✓ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ❞✐/❝♦♥%✐♥✉❡ ✔✳
❆ ♣❛&%✐& ❞❡ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣% ✐♥✐%✐❛❧✱ %♦✉%❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ /%&❛%5❣✐❡/ ▼▲■ ❞✐%❡/ ▼▲■ ❞✐/❝♦♥%✐♥✉❡/
✭❉F❲▼✮ /✬❡/% ❝♦♥/%✐%✉5❡✱ ❬✺✸❪ ✿
• ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♦< ❝❤❛0✉❡ ❜&❛/ ❞❡ ♣♦♥% ❡/% ❣❛&❞5 @ ❧✬5%❛% ❤❛✉% ✭♦✉ ❜❛/ &❡/♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✮ ♣❡♥✲
❞❛♥% ✉♥ %✐❡&/ ❞❡ ♣5&✐♦❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧❡✳ ❈❡/ /%&❛%5❣✐❡/ /♦♥% &❛&❡♠❡♥% ✉%✐❧✐/5❡/ @ ❝❛✉/❡ ❞❡
❧❛ ❞✐/%&✐❜✉%✐♦♥ ❞❡/ ♣❡&%❡/ ♣❛& ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥/ ♥♦♥ 50✉✐❧✐❜&5❡/ ❡♥%&❡ ❧❡/ ❞❡✉① ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/
/✉& ❝❤❛0✉❡ ❜&❛/ ❞❡ ♣♦♥% ❬✺✹❪✳
• ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♦< ❝❤❛0✉❡ ❜&❛/ ❞❡ ♣♦♥% ❡/% ❣❛&❞5 @ ❧✬5%❛% ❤❛✉% ❡% @ ❧✬5%❛% ❜❛/ ❬✺✺❪ ❬✺✻❪✱ ❝❤❛❝✉♥
♣❡♥❞❛♥% ✉♥ /✐①✐Q♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣5&✐♦❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧❡✳ ❈❡/ /%&❛%5❣✐❡/ /❡ ❞✐✛5&❡♥❝✐❡♥% ❧❡/ ✉♥❡/
❞❡/ ❛✉%&❡/ ♣❛& ❧❛ ♣♦/✐%✐♦♥ ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ✈✐/✲@✲✈✐/ ❞❡ ❧❛ ♣5&✐♦❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧❡✳
▲❛ ❞✐✛5&❡♥❝❡ ❡♥%&❡ ❝❡%%❡ ▼▲■ ❞✐/❝♦♥%✐♥✉❡ ❡% ❧❡/ ▼▲■ ♣&5❝5❞❡♥%❡/ ❡/% 0✉❡ ❞❛♥/ ❝❡/ ❞❡&♥✐Q&❡/✱
@ ❝❤❛0✉❡ ❞❡♠✐✲♣5&✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦&%❡✉/❡✱ ❝❤❛0✉❡ /❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝%❡✉& /✉❜✐% ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞✬5%❛%✳
◆♦✉/ /❛✈♦♥/ 0✉❡ ❧❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ❞✬✉♥ ❜&❛/ ❞❡ ♣♦♥% ❝♦&&❡/♣♦♥❞ @ ❧❛ /❛%✉&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥%❡
❝♦&&❡/♣♦♥❞❛♥%❡ @ /❛ ✈❛❧❡✉& ♠❛①✐♠❛❧❡ /✬✐❧ ❡/% ❜❧♦0✉5 @ ❧✬5%❛% ❤❛✉% ♦✉ @ ✈❛❧❡✉& ♠✐♥✐♠❛❧❡ /✬✐❧ ❡/%
❜❧♦0✉5 @ ❧✬5%❛% ❜❛/✳
❈❡ ❣❡♥&❡ ❞❡ %❡❝❤♥✐0✉❡ ❞❡ ▼▲■ ♣❡&♠❡% ✉♥❡ &5❞✉❝%✐♦♥ ❞❡/ ♣❡&%❡/ ♣❛& ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❝♦♠♣❛&5❡/
❛✉① ▼▲■ ❝♦♥%✐♥✉❡/ ❬✺✼❪ ❬✺✽❪✳
✶✳✸✳✶✳✷ ▲❡& &*1❛*2❣✐❡& ❞❡ ♠♦❞✉❧❛*✐♦♥ ✈❡❝*♦1✐❡❧❧❡
▲❛ ❙♣❛❝❡ ❱❡❝%♦& ▼♦❞✉❧❛%✐♦♥ ❙❱▼ ♦✉ ▼▲■ ✈❡❝%♦&✐❡❧❧❡ ❡/% ✉♥❡ ♠5%❤♦❞❡ ❣5♥5&❛❧❡ ❜❛/5❡ /✉&
❧✬✉%✐❧✐/❛%✐♦♥ ❞✐&❡❝%❡ ❞✬✉♥ ❞✐❛❣&❛♠♠❡ ✈❡❝%♦&✐❡❧✳
▲❛ ❙❱▼ ❞✐✛Q&❡ ❞❡/ ♠5%❤♦❞❡/ ♣&5❝5❞❡♥%❡/ ♣❛& ❧❡ ❢❛✐% 0✉❡ ❧❡/ /✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡/ /♦♥%
5❧❛❜♦&5/ ❡♥ %❡♥❛♥% ❝♦♠♣%❡ ❞❡ ❧✬5%❛% ❖❋❋✴❖◆ ❞❡/ %&♦✐/ ❜&❛/ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ✭a, b, c✮ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡
✶✳✸✷ ❡♥ ♠[♠❡ %❡♠♣/ ✭❝♦♥%&\❧❡ ❞✉ ✈❡❝%❡✉& ❞✬5%❛% ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉&✮✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✷ ✕ ❖♥❞✉❧❡✉' ('✐♣❤❛-.
▲✬♦❜❥❡❝%✐❢ ❞✉ ❝♦♥%&\❧❡ ✈❡❝%♦&✐❡❧ ❡/% ❞❡ ❣5♥5&❡& ❞❡/ %❡♥/✐♦♥/ ❛✉//✐ ♣&♦❝❤❡/ 0✉❡ ♣♦//✐❜❧❡ ❞✬✉♥❡
&5❢5&❡♥❝❡ Vref 0✉❡ ❧✬♦♥ ✜①❡✳
✻✵ ❊◆■❚✲▲●F ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ /%❛%✐0✉❡ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡
▲✬♦♥❞✉❧❡✉& ❛②❛♥% %&♦✐/ ❜&❛/✱ ✐❧ ♣♦//:❞❡ 23 = 8 ♠♦❞❡/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ♣♦//✐❜❧❡/✳ ■❧ ♣❡✉% ❞♦♥❝
❣5♥5&❡& ✽ ✈❡❝%❡✉&/ ❞✐✛5&❡♥%/ ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ /♦&%✐❡ ❞♦♥% ❞❡✉① ❞✬❡♥%&❡ ❡✉① /♦♥% ♥✉❧/ ❡% /✐%✉5/ @
❧✬♦&✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛①❡✳ ▲❛ &❡♣&5/❡♥%❛%✐♦♥ /✉& ❧❡ ♣❧❛♥ αβ ❞❡ ❝❡/ ✽ ✈❡❝%❡✉&/ ❡/% ✐❧❧✉/%&5❡ /✉& ❧❛ ✜❣✉&❡✳
✶✳✸✸✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✸ ✕ ❘❡♣$%&❡♥(❛(✐♦♥ ❞❛♥& ❧❡ ♣❧❛♥ αβ ❞❡& ✈❡❝(❡✉$& ❞❡ (❡♥&✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉$✱ ❞%✜♥✐(✐♦♥
❞❡& &❡❝(❡✉$& ❬✺✾❪✳
▲❛ ▼▲■ ✈❡❝%♦&✐❡❧❧❡ ♣♦/✐%✐♦♥♥❡ ❧❡/ %❡♥/✐♦♥/ ❞❡ &5❢5&❡♥❝❡ ♦❜%❡♥✉❡/ ❛♣&:/ &5❣✉❧❛%✐♦♥✱ ❞✐&❡❝%❡✲
♠❡♥% /✉& ❧❡ &❡♣:&❡ ❞✐♣❤❛/5 /✉✐%❡ @ ✉♥❡ %&❛♥/❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞✐%❡ ❞❡ ❈♦♥❝♦&❞✐❛ ❬✻✵❪ ❬✻✶❪ ❬✻✷❪✳ ▲❡/
♦&❞&❡/ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞50✉❛%/ /♦♥% ❛♣♣❧✐0✉5/ ❛✉① ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❝❡/ ❝❛❧❝✉❧/ ❞♦✐✈❡♥%
L%&❡ &5♣5%5/ ♣♦✉& ❝❤❛0✉❡ ♣5&✐♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❛✐♥/✐✱ ❞❡/ ❢&50✉❡♥❝❡/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ♣❧✉/
5❧❡✈5❡/ ♥5❝❡//✐%❡♥% ✉♥❡ &❛♣✐❞✐%5 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛❝❝&✉❡✳
▲❡ /②/%:♠❡ %&✐♣❤❛/5 5%❛♥% 50✉✐❧✐❜&5 ❞♦♥❝✱ Va + Vb + Vc = 0 ❡% ❧❡/ %❡♥/✐♦♥/ ❞❡/ ❜&❛/ /♦♥%
❞5♣❤❛/5❡/ ❡♥%&❡ ❡❧❧❡/ ❞❡ 2pi/3✳
▲✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡/ ❝♦♠♣♦/❛♥%❡/ α ❡% β ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ &5❢5&❡♥❝❡ /✉✐%❡ @ ❧❛ %&❛♥/❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞❡
❈❧❛&❦ ❞❡/ %❡♥/✐♦♥/ ❞❡/ ❜&❛/ /✬5❝&✐% ✿
Vref = Vα + jVβ =
2
3
(
Va + ❛Vb + ❛
2Vc
)
. ✭✶✳✶✷✮
❆✈❡❝ ❛ = ej
2pi
3
✳
❊◆■❚✲▲●U ✷✵✶✻ ✻✶
❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ /%❛%✐0✉❡ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡
❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✹ ✕ ❘❡♣$%&❡♥(❛(✐♦♥ ❞❛♥& ❧❡ ♣❧❛♥ αβ ❞❡ ❧❛ (❡♥&✐♦♥ ❞❡ $%❢%$❡♥❝❡ &✉$ ❧❡ &❡❝(❡✉$ ✶✳
❆ ♣❛&%✐& ❞❡ ❧✬50✉❛%✐♦♥ ✭✶✳✶✷✮✱ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ &5❢5&❡♥❝❡ ♣❡✉% =%&❡ ❞5❝♦♠♣♦/5❡ /❡❧♦♥ ❧❛ ♣❛&%✐❡
&5❡❧❧❡ ❡% ❧❛ ♣❛&%✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐&❡ ❝♦♠♠❡ /✉✐% ✿{
Vα =
2
3
(
Va − 12Vb − 12Vc
)
Vβ =
2
3
(√
3
2
Vb −
√
3
2
Vc
) . ✭✶✳✶✸✮
❈♦♥/✐❞5&♦♥/ 0✉❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ &5❢5&❡♥❝❡ Vref ❡/% /✐%✉5❡ ❞❛♥/ ❧❡ /❡❝%❡✉& ✶✱ ❞❛♥/ ❝❡ ❝❛/ ❡❧❧❡ ❡/%
❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ V1, V2 ❡% V0 ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉/%&5 ❞❛♥/ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✸✺✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✺ ✕ ❘❡♣$%&❡♥(❛(✐♦♥ ❞❡& (❡♥&✐♦♥& V1, V2 ❡( V0 &✉$ ❧❡ &❡❝(❡✉$ ✶✳
❈❡ 0✉✐ ♣❡&♠❡% ❞✬5❝&✐&❡ 0✉❡ ♣❡♥❞❛♥% ✉♥❡ ♣5&✐♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ✿
TcVref = T1V1 + T2V2 + T0V0, ✭✶✳✶✹✮
❝❡ 0✉✐ ❝♦&&❡/♣♦♥❞ D ❛♣♣❧✐0✉❡& ❧❛ %❡♥/✐♦♥ V1 ♣❡♥❞❛♥% ❧❡ %❡♠♣/ T1 ✭0✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦✐% ❞5%❡&♠✐♥❡&✮✱
❛♣♣❧✐0✉❡& V2 ♣❡♥❞❛♥% T2 ❡% ❡♥✜♥ ❛♣♣❧✐0✉❡& V0 ♣❡♥❞❛♥% T0✳
✻✷ ❊◆■❚✲▲●L ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ /%❛%✐0✉❡ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡
❊♥ ❝♦♥/✐❞5&❛♥% 0✉❡ ❧❛ ♣5&✐♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡/% ✜①❡ ❡% ❡❧❧❡ ❡/% ❡①♣&✐♠5❡ %❡❧❧❡ 0✉❡ ✿
Tc = T1 + T2 + T0, ✭✶✳✶✺✮
❧❛ ♣♦/✐%✐♦♥ ❞❡ Vref , V1, V2 ❡% V0 ♣❡✉% ?%&❡ ❞5❝&✐%❡ ❛✈❡❝ ❧❡✉&/ ❛♠♣❧✐%✉❞❡/ ❡% ❧❡✉&/ ❛♥❣❧❡/ /❡❧♦♥ ❧❡✉&/
/❡❝%❡✉&/ ❞✬❛♣♣❛&%❡♥❛♥❝❡✳ ❆✐♥/✐ ❞❛♥/ ❧❡ /❡❝%❡✉& ✶ ✿
Vref = Vrefe
jθ , V1 =
2
3
E , V2 =
2
3
Eej
pi
3 , V0 = 0. ✭✶✳✶✻✮
❊♥ &❡♠♣❧❛B❛♥% ❧❡/ ✈❛❧❡✉&/ ❞5❝&✐%❡/ ❞❛♥/ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ✭✶✳✶✻✮ ❞❛♥/ ❧✬50✉❛%✐♦♥ ✭✶✳✶✹✮ ❡% ❡♥
❞✐//♦❝✐❛♥% ❧❛ ♣❛&%✐❡ &5❡❧❧❡ ❡% ✐♠❛❣✐♥❛✐&❡✱ ♥♦✉/ ❛✉&♦♥/ ✿
▲❛ ♣❛&%✐❡ &5❡❧❧❡ 0✉✐ /✬5❝&✐% /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
TcVrefcos(θ) = T1
2
3
E + T2
1
3
E. ✭✶✳✶✼✮
▲❛ ♣❛&%✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐&❡ 0✉✐ /✬5❝&✐% /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
TcVrefsin(θ) = T2
1√
3
E. ✭✶✳✶✽✮
H♦✉& ♣♦✉✈♦✐& ❝❛❧❝✉❧❡& ❧❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡/ ✈❡❝%❡✉&/ V1 ❡% V2✱ ♥♦✉/ ❛❧❧♦♥/ ❢❛✐&❡
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❊◆■❚✲▲●: ✷✵✶✻ ✻✾
❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ /%❛%✐0✉❡ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡
❛✉① ❜♦&♥❡/ ❞❡/ ❝♦♥❞❡♥/❛%❡✉&/✳ 9♦✉& &5/♦✉❞&❡ ❝❡/ ♣&♦❜❧:♠❡/✱ ✐❧ ❡①✐/%❡ ♣❧✉/✐❡✉&/ /♦❧✉%✐♦♥/
%❡❧❧❡/ 0✉❡ ❧✬✉%✐❧✐/❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥%&=❧❡ ❛❝%✐❢ ♦✉ ❧✬✐♠♣❧❛♥%❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝✐&❝✉✐% ❛✉①✐❧✐❛✐&❡ ❞5❞✐5
? ❧✬50✉✐❧✐❜&❛❣❡ ❞❡ ❝❡/ %❡♥/✐♦♥/ ❞❡ ❝♦♥❞❡♥/❛%❡✉&/✳ ▼❛✐/ ❝❡/ /♦❧✉%✐♦♥/ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥% ❞❡ ♣❧✉/
❡♥ ♣❧✉/ ❝♦♠♣❧❡①❡/ ❡% &❛❥♦✉%❡♥% ❞❡/ ❝♦B%/ /✉♣♣❧5♠❡♥%❛✐&❡/ ❛✉ ❝♦♥✈❡&%✐//❡✉& ❬✹✵❪ ❬✸✽❪✳
• ▲❛ %♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❝❛/❝❛❞❡✳ ▼❛✐/ ❧❛ ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧%5 ❞❡ ❝❡%%❡ %♦♣♦❧♦❣✐❡ &5/✐❞❡ ❞❛♥/ /♦♥
❛❧✐♠❡♥%❛%✐♦♥ ❬✸✵❪✳
• ▲❛ %♦♣♦❧♦❣✐❡ ▼▼❈ 0✉✐ ♦✛&❡ ♣❧✉/✐❡✉&/ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❛❧✐%5/ ♠❛✐/ 0✉✐ ❡/% ♣❧✉/ ❝♦♠♣❧✐0✉5❡ ?
♠❡%%&❡ ❡♥ K✉✈&❡ ✈✐/ ? ✈✐/ ❞❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡/ ❝♦♥❞❡♥/❛%❡✉&/ ✢♦%%❛♥%/ ❧♦✉&❞/ ❡% ♦♥5&❡✉①✳
• ❊% ❡♥✜♥ ❧❛ %♦♣♦❧♦❣✐❡ ❋❈ 0✉✐ ♣❡&♠❡% ❞❡ &5❞✉✐&❡ ❧❡/ ❤❛&♠♦♥✐0✉❡/ ❡% 0✉✐ ❛ ❧✬❛✈❛♥%❛❣❡
❞✬❛//✉&❡& ✉♥ 50✉✐❧✐❜&❛❣❡ ♥❛%✉&❡❧ ❞❡/ %❡♥/✐♦♥/ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐%5/ ❛✐♥/✐ 0✉❡ ❧❛ ❢❛❝✐❧✐%5 ❞❡ ♠❡%%&❡
❡♥ K✉✈&❡ ❞❡ /♦♥ ♠♦❞:❧❡ ❬✹✵❪ ❬✸✾❪✳
◆♦✉/ ❛✈♦♥/ ❛✉//✐ ♣&5/❡♥%5 ❧❡/ ❞✐✛5&❡♥%❡/ %❡❝❤♥✐0✉❡/ ❞❡ /%&❛%5❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ &❡❧❛%✐✈❡/ ?
❝❡/ ❝♦♥✈❡&%✐//❡✉&/✳
❉✬❛♣&:/ ❝❡%%❡ 5%✉❞❡ ❞❡ ❧✬5%❛% ❞❡ ❧✬❛&% ❞❡/ ❝♦♥✈❡&%✐//❡✉&/ ❡% ❧❡✉&/ /%&❛%5❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥✱
♦♥ /✬❛♣❡&S♦✐% 0✉✬✐❧ ♥✬❡①✐/%❡ ♣❛/ ❞✬5%✉❞❡ ♣❡&♠❡%%❛♥% ❞✬5%❛❜❧✐& ✉♥ ♠♦❞:❧❡ ❣5♥5&✐0✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ?
%♦✉%❡/ ❧❡/ ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡/ ❡% ♣❡&♠❡%%❛♥% ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ K✉✈&❡ ❞❡ /%&❛%5❣✐❡/ ❞❡ ▼▲■ /✐♥✉/✳
◆♦%&❡ 5%✉❞❡ /✬♦&✐❡♥%❡ ✈❡&/ ❧✬5%✉❞❡ ❞❡/ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/ ❞❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/ ♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉① ❡% ♥♦✉/ ✈✐✲
/♦♥/ ? ❞5✜♥✐& ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣&♦❝❤❡ ♣♦✉& ❧❛ ♠♦❞5❧✐/❛%✐♦♥ ❡% ❧❛ ❣5♥5&❛%✐♦♥ ❞❡/ /%&❛%5❣✐❡/ ❞❡
♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ❛♣♣❧✐0✉5❡/ ❛✉① ♦♥❞✉❧❡✉&/ ❞❡ %❡♥/✐♦♥✳
❆✈❛♥% ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡& ? ♣❛&❧❡& ❞❡ ♥♦%&❡ ♦❜❥❡❝%✐❢ ❞❛♥/ ❝❡%%❡ 5%✉❞❡✱ ♣❧✉/✐❡✉&/ 0✉❡/%✐♦♥/ ♣❡✉✈❡♥%
W%&❡ ♣♦/5❡/ ❡% ❛♥❛❧②/5❡/✱ ? /❛✈♦✐& ✿
• ❊①✐/%❡ %✲✐❧ ❞❡/ ♠♦❞:❧❡/ ❣5♥5&✐0✉❡/ ♣♦✉& %♦✉%❡/ ❧❡/ /%&❛%5❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ❄
• 9❡✉%✲♦♥ ❢❛✐&❡ 5✈♦❧✉❡& ❧❡ /❝❤5♠❛ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✹✶ ✈❡&/ ✉♥ /❝❤5♠❛ ♣❧✉/ ❣5♥5&✐0✉❡ 0✉✐
/❡&❛✐% ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉& %♦✉%❡/ ❧❡/ /%&❛%5❣✐❡/ ♦[ X /♦♥% ❧❡/ ✈❛&✐❛❜❧❡/ ❡♥ ❡♥%&5❡ ❞✉ /❝❤5♠❛ ❞❡
♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ✭❛ ♣&✐♦&✐ /♦✐% ❧❡/ &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐0✉❡/ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞✬✉♥❡ ▼▲■ /✐♥✉/✱ /♦✐% ❞❡/
✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞❡ ❧❛ ❙❱▼✮ ❄
❋✐❣✉$❡ ✶✳✹✶ ✕ ❈❤❛$♥❡ ❞✬❛❝*✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞/❧❡ ❞✉ ❝♦♥✈❡2*✐33❡✉2 ❡* ❞❡ 3❛ ❝❤❛2❣❡✳
• ❊/%✲❝❡ 0✉❡ ❧❡ ♠♦❞:❧❡ ♠♦②❡♥ ❡/% ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉& %♦✉%❡/ ❧❡/ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥/ ✭❝✬❡/% ? ❞✐&❡ ❧❛
&❡❧❛%✐♦♥ ❡♥%&❡ X ❡% V ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✹✶ ♣❡✉%✲❡❧❧❡ W%&❡ ✐//✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞:❧❡ ♠♦②❡♥ ❡% ♣❡✉%✲
❡❧❧❡ W%&❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉& %♦✉%❡/ ❧❡/ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥/ ♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉①✮ ❄
9❛&♠✐ ❧❡/ 5%✉❞❡/ ❢❛✐%❡/ ♣❛& ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛&❣❡✉& ❞✬✐♠♣✉❧/✐♦♥ ▼▲■✱ ✐❧ ② ❛ ❝❡❧❧❡/ 0✉✐ /❡
❝♦♥❝❡♥%&❡♥% /✉& ❧✬5%✉❞❡ ❞❡/ ♣♦&%❡✉/❡/ ❡% ❞❡/ ♠♦❞:❧❡/ ✭9❙✱ ❈❉✱ ❆9❖❉✱ 9❖❉ ❡% ❍✮✳ ▼❛✐/ ❞❛♥/
✼✵ ❊◆■❚✲▲●9 ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✶✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ /%❛%✐0✉❡ ❞❡ ❧✬5♥❡&❣✐❡
♥♦%&❡ ❝❛/✱ ♥♦✉/ ♥♦✉/ ✐♥%5&❡//❡&♦♥/ 8 ❧✬5%✉❞❡ ❞❡/ ♠♦❞✉❧❛♥%❡/✱ ❝✬❡/% ❝❡ 0✉✐ ❢❛✐% ❧✬♦&✐❣✐♥❛❧✐%5 ❞❡
♥♦%&❡ %&❛✈❛✐❧✳ ❆✐♥/✐ ♥♦✉/ ❛❧❧♦♥/ ✈♦✐& ❝♦♠♠❡♥% ♠❡%%&❡ ❡♥ <✉✈&❡ ❞❡/ ♠♦❞=❧❡/ ♠♦②❡♥/ ❡% ❝♦♠♠❡♥%
♣❡&♠❡%%&❡ ❧❡✉& ❣5♥5&❛❧✐/❛%✐♦♥ ♣♦✉& ❞❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/ 8 N ♥✐✈❡❛✉①✳ ▲✬✐❞5❡ ❡/% ❞❡ ♠♦♥%&❡& ❞❛♥/
✉♥ ♣&❡♠✐❡& %❡♠♣/ 0✉❡ %♦✉/ ❧❡/ %②♣❡/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&/ ♣❡&♠❡%%❡♥% ❧✬5%❛❜❧✐//❡♠❡♥% ❞✬✉♥ ♠♦❞=❧❡ /♦✉/
❢♦&♠❡ ❞✬50✉❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ /②/%=♠❡ ❧✐♥5❛✐&❡ ❝♦♠♣❛%✐❜❧❡ 0✉✐ /✬5❝&✐% /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ V = f(X) ♦✉ ✉♥❡
50✉❛%✐♦♥ 50✉✐✈❛❧❡♥%❡ ✈❛❧❛❜❧❡✱ ❝❡ 0✉✐ ❢❡&❛ ❧✬♦❜❥❡% ❞✉ ♣&♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐%&❡✳
❊◆■❚✲▲●H ✷✵✶✻ ✼✶

❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
❈❤❛♣✐%&❡ ✷
▼♦❞,❧❡. ❣0♥0&✐2✉❡. ♣♦✉& ❧❛ ♠✐.❡ ❡♥ 5✉✈&❡
❞❡. .%&❛%0❣✐❡. ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥.
✷✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥
❈♦♠♠❡ ♥♦✉/ ❧✬❛✈♦♥/ ✈✉ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ♣&1❝1❞❡♥%✱ ✐❧ ❡/% 1✈✐❞❡♥% 3✉❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡
♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ /♦♥% ❞1❥< ❛♣♣❧✐3✉1❡/ ❡% ❞1✈❡❧♦♣♣1❡/ ♣♦✉& ❞✐✛1&❡♥%❡/ ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&/✳ ❆✉
✈✉❡ ❞❡ ❧✬1%❛% ❞❡ ❧✬❛&%✱ ❞✐✛1&❡♥%❡/ /♦❧✉%✐♦♥/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/ ♦♥% 1%1 ❞1✈❡❧♦♣♣1❡/ /✉& ❧❛ ❜❛/❡
❞✬✉♥❡ ❞1♠❛&❝❤❡ ❡♠♣✐&✐3✉❡ ❝♦♠❜✐♥1❡ < ✉♥❡ ♦♣%✐♠✐/❛%✐♦♥ ✐%1&❛%✐✈❡ ❞❡ ❝❡&%❛✐♥/ ❝&✐%-&❡/✳ ❆ ♥♦%&❡
❝♦♥♥❛✐//❛♥❝❡ ❛✉❝✉♥❡ 1%✉❞❡ ♥✬❛ 1%❛❜❧✐% ❞❡ ♠♦❞-❧❡ ❣1♥1&✐3✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ < %♦✉%❡/ ❧❡/ ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡/
❡% ♣❡&♠❡%%❛♥% ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ▼▲■ /✐♥✉/✳
❘❛♣♣❡❧♦♥/ 3✉❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✷✾ ✐❧❧✉/%&❡ ✉♥ /❝❤1♠❛ ❞❡ ♣&✐♥❝✐♣❡ ❣1♥1&✐3✉❡ ♠❡%%❛♥% ❡♥ 6✉✈&❡ ✉♥
♦♥❞✉❧❡✉&✳
▲❡/ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ ✐♥%❡&♥❡/ < ❧✬❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❞♦✐✈❡♥% F%&❡ ♣✐❧♦%1/ ♣❛& ❞❡/ ♦&❞&❡/ ❞❡
❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❈❡/ ❞❡&♥✐❡&/ /♦♥% ✐//✉/ ❞✬✉♥ /❝❤1♠❛ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ✭❜❧♦❝ /%&❛%1❣✐❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥✮✱
❧✉✐ ♠F♠❡ ✐//✉ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❛♣♣❡❧1 ✧/%&❛%1❣✐❡ ❞❡ ❝♦♥%&J❧❡✧✳
❆ ❧✬✐♥%❡&❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦L%❡ ❞❡ /%&❛%1❣✐❡ ❞❡ ❝♦♥%&J❧❡ ❡% ❞✉ ❞✐/♣♦/✐%✐❢ ❞❡ ♣✉✐//❛♥❝❡ ✭♦♥❞✉❧❡✉& ❞❡
%❡♥/✐♦♥✮✱ ✉♥❡ 1%❛♣❡ /♣1❝✐✜3✉❡ ❡/% ❞✐/%✐♥❣✉1❡✳ ❈❡%%❡ 1%❛♣❡ ♣❡&♠❡% ❞❡ %&❛❞✉✐&❡ ❡♥ /✐❣♥❛✉① ❜✐♥❛✐&❡/
❧❡/ ✈❛&✐❛❜❧❡/ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❡❧❧❡/ ♠F♠❡ ✐//✉❡/ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛//❡&✈✐//❡♠❡♥%✳ ▲❡ ❝♦♥%❡♥✉ ❞✉ ❜❧♦❝
❞❡ /%&❛%1❣✐❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ❡/% ✐❧❧✉/%&1 ❞❛♥/ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✶✳
❊◆■❚✲▲●S ✷✵✶✻ ✼✸
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶ ✕ ❙❝❤$♠❛ '②♣❡ ❞✉♥❡ ▼▲■ 1✐♥✉1♦✐❞❛❧❡✳
❉❛♥/ ❧❛ ♣❧✉♣❛&% ❞❡/ ❝❛/✱ ❧❡ /❝❤1♠❛ ❞❡ ♣&✐♥❝✐♣❡ ❛❞♦♣%1 ♣♦✉& ❝❡%%❡ 1%❛♣❡ ❡/% ❜❛/1 /✉& ❧❛
%❡❝❤♥✐3✉❡ ❞❡ ▼♦❞✉❧❛%✐♦♥ ❞❡ ▲❛&❣❡✉& ❞✬■♠♣✉❧/✐♦♥ ✭▼▲■ /✐♥✉/♦@❞❛❧❡✮✳
◆♦✉/ ❝♦♥/✐❞1&♦♥/ ❞❛♥/ ♥♦%&❡ ❝❛/ ❞✬1%✉❞❡✱ ✉♥ ♣&❡♠✐❡& ♠♦❞-❧❡ 1%❛❜❧✐ ♣♦✉& ✉♥❡ /%&❛%1❣✐❡ ❞❡ %②♣❡
▼▲■ ❜❛/1❡ /✉& ✉♥ /❝❤1♠❛ ❞❡ %②♣❡ ❝♦♠♣❛&❛✐/♦♥ ♣♦&%❡✉/❡✲♠♦❞✉❧❛♥%❡✳ ▲❛ ♣♦&%❡✉/❡ ❡/% %&✐❛♥❣✉❧❛✐&❡
❡% ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥%❡ ❡/% /✐♥✉/♦@❞❛❧❡ ❡♥ &1❣✐♠❡ ♣❡&♠❛♥❡♥%✳
◆♦✉/ ❛❧❧♦♥/ ❛❜♦&❞❡& ❞❛♥/ ❝❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ ♠♦❞-❧❡/ ♠♦②❡♥/ ♣♦✉& ✉♥❡ /%&❛%1❣✐❡
▼▲■ ❛♣♣❧✐3✉1❡ E ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ✭❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❜❛/❡✮✳ ❈❡ ♠♦❞-❧❡ /❡&❛ ❡♥/✉✐%❡ ❛♣♣❧✐3✉1
E ✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛/1 E ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❛✈❛♥% ❞✬G%&❡ ❣1♥1&❛❧✐/1 E ❞❡/ /%&✉❝%✉&❡/ ❞✬♦♥✲
❞✉❧❡✉&/ ♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉①✳ H❛& ❧❛ /✉✐%❡✱ ♥♦✉/ ❛♣♣❧✐3✉❡&♦♥/ ❝❡ ♠♦❞-❧❡ ❣1♥1&✐3✉❡ E ❞❡/ ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡/
♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉① &1❡❧❧❡/ E ❝❡❧❧✉❧❡/ ✐♠❜&✐3✉1❡/ ❡% E ❝❡❧❧✉❧❡/ /1&✐❡/ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡/ &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/✱
❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞❡ ❧❛ ▼▲■ /✐♥✉/♦@❞❛❧❡✱ ❡% ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✱ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/
❞❡ ❧❛ ▼▲■ ✈❡❝%♦&✐❡❧❧❡ ❛♣♣❡❧1❡ ❡♥ ❛♥❣❧♦ /❛①♦♥ ✧❙♣❛❝❡ ❱❡❝%♦& ▼♦❞✉❧❛%✐♦♥✧ ✭❙❱▼✮✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠1%❤♦❞❡ /❡&❛ ❢❛✐%❡ /✉& ❞✬❛✉%&❡/ ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡/ E %&♦✐/ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥/✐♦♥✳
✷✳✷ ▼✐$❡ ❡♥ '✉✈*❡ ❞✉ ♠♦❞.❧❡ ♠♦②❡♥ ♣♦✉* ✉♥❡ $2*❛24❣✐❡
▼▲■
✷✳✷✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ , ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉)❛)✐♦♥
❈♦♠♠❡ ♥♦✉/ ❧✬❛✈♦♥/ ♠❡♥%✐♦♥♥1 ♣&1❝1❞❡♠♠❡♥% ❞❛♥/ ❧❛ /❡❝%✐♦♥ ✶✳✷✳✸✱ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉✲
%❛%✐♦♥ ❡/% ✉♥❡ ❛//♦❝✐❛%✐♦♥ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥/ ❞❡✉① ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ K1 ❡% K
′
1 3✉✐ ❞♦✐✈❡♥% G%&❡ ♣✐❧♦%1/
❞❡ ♠❛♥✐-&❡ ❝♦♠♣❧1♠❡♥%❛✐&❡/✱ ✜❣✉&❡ ✷✳✷✳ ▲❛ ❝♦♥/%&✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▼▲■ /✐♥✉/✱ ❝♦♠♣❛&❛✐/♦♥ ❞✬✉♥❡
♠♦❞✉❧❛♥%❡ /✐♥✉/♦@❞❛❧❡ E ✉♥❡ ♣♦&%❡✉/❡ %&✐❛♥❣✉❧❛✐&❡✱ ❡% ❧❛ ♣&♦❞✉❝%✐♦♥ ❞✬♦&❞&❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ /♦♥%
❞1✜♥✐/ ❞❛♥/ ❧❛ /❡❝%✐♦♥ ✶✳✸ ❞✉ ♣&❡♠✐❡& ❝❤❛♣✐%&❡✳ E ❡/% ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❝♦♥%✐♥✉❡ ❞✬❡♥%&1❡✱ Ia ❡/% ❧❡
❝♦✉&❛♥% %&❛✈❡&/❛♥% ❧❡ ❜&❛/ a✱ Vao ❡/% ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞✉ ❜&❛/ a ❡% α ❡/% ❧❡ &❛♣♣♦&% ❝②❝❧✐3✉❡ %❡❧ 3✉❡ ✿
α =
t
❖◆
Tc
=
❚❡♠♣/ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥%❡&&✉♣%❡✉&
H1&✐♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥
. ✭✷✳✶✮
✼✹ ❊◆■❚✲▲●H ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
❋✐❣✉$❡ ✷✳✷ ✕ ❙❝❤$♠❛ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉.❛.✐♦♥✳
❙❡❧♦♥ ❧❡ ♣&✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ❞✬✉♥❡ ▼▲■ ❛♣♣❧✐3✉1❡ > ❝❡%%❡ 1%✉❞❡✱ ❧✬❛❧❧✉&❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥
❞❡ /♦&%✐❡ Vao ♣❡✉% @%&❡ ♦❜%❡♥✉❡✱ ✜❣✉&❡ ✷✳✸✳
◆♦%♦♥/ 3✉❡ ❖◆ ❡/% ✉%✐❧✐/1 ♣♦✉& ❞1❝&✐&❡ ✉♥ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉& > ❧✬1%❛% ❢❡&♠1 ❡% ❖❋❋ ♣♦✉& ❞1❝&✐&❡
✉♥ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉& > ❧✬1%❛% ♦✉✈❡&%✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✸ ✕ ❆❧❧✉2❡ ❞❡ ❧❛ .❡♥3✐♦♥ ❞✉ ❜2❛3 Vao✳
❊♥ &❛♣♣❡❧♦♥/ ❧❡/ ❤②♣♦%❤-/❡/ /✉✐✈❛♥%❡/ ✿
• ▲❡ ❝♦✉&❛♥% ♥✬1✈♦❧✉❡ ♣❛/ ❞✉&❛♥% ❧❛ %&❛♥/✐%✐♦♥ ❞❡ %❡♥/✐♦♥✳
• ▲❡ ❝♦✉&❛♥% ❡/% ❝♦♥/%❛♥% ♦✉ ✈❛&✐❡ ❧✐♥1❛✐&❡♠❡♥% ♣❡♥❞❛♥% ✉♥❡ ♣1&✐♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✱
❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ /♦&%✐❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉&✱ ♣❡✉% @%&❡ ♠♦❞1❧✐/1❡ ♣❛& /❛ ✈❛❧❡✉& ♠♦②❡♥♥❡ %❡❧❧❡ 3✉❡ ✿
< Vao(t) >Tc=
1
Tc
∫ Tc
0
Vao(t)dt. ✭✷✳✷✮
▲❛ ♥♦%❛%✐♦♥ <>Tc ❡/% ✉%✐❧✐/1❡ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞❡/ ❣&❛♥❞❡✉&/ ♠♦②❡♥♥❡/ ❞✉&❛♥% ✉♥❡ ♣1&✐♦❞❡ ❞❡
❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ Tc✳ J❛& ❡①%❡♥/✐♦♥✱ ❝❡ %②♣❡ ❞❡ ♠♦❞1❧✐/❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❡/% ❛♣♣❡❧1
✧♠♦❞-❧❡ ♠♦②❡♥✧✳
❆ ♣❛&%✐& ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✸✱ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞✉ ❜&❛/ ♣❛//❡ ♣❛& ❞❡✉① ✈❛❧❡✉&/ ❞✐✛1&❡♥%❡/ ✿
• ❊❧❧❡ ❡/% 1❣❛❧❡ > E ♣❡♥❞❛♥% ❧✬✐♥%❡&✈❛❧❧❡ ❞❡ %❡♠♣/ [0✱ αTc] ❧♦&/3✉❡ ❧✬✐♥%❡&&✉♣%❡✉& K1 ❡/%
❢❡&♠1 ✭❖◆✮
❊◆■❚✲▲●J ✷✵✶✻ ✼✺
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
• ❊❧❧❡ ❡/% 1❣❛❧❡ 9 0 ♣❡♥❞❛♥% ❧✬✐♥%❡&✈❛❧❧❡ ❞❡ %❡♠♣/ ❞❡ [αTc✱ Tc] ❧♦&/3✉❡ K1 ❡/% ♦✉✈❡&% ✭❖❋❋✮✳
❈❡ 3✉✐ ✐♠♣❧✐3✉❡ 3✉❡ ✿
< Vao(t) >Tc=
1
Tc
[∫ αTc
0
Edt+
∫ Tc
αTc
0dt
]
= αE. ✭✷✳✸✮
▲❛ ✈❛❧❡✉& ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❛♣♣❧✐3✉1❡ 9 ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡/% ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✉
&❛♣♣♦&% ❝②❝❧✐3✉❡ α ❡% ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞✬❡♥%&1❡ E✳
✷✳✷✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛(✐♦♥ + ✉♥ -②-(/♠❡ (2✐♣❤❛-4 + ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ (❡♥-✐♦♥
✷✳✷✳✷✳✶ ▼♦❞(❧❡ ✐♥✐-✐❛❧
❈♦♥/✐❞1&♦♥/ ✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛/1 ❝♦♠♠❡ ❞1❝&✐% ❞❛♥/ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✹ ❛✈❡❝ E ✉♥❡ %❡♥/✐♦♥ ❞✬❡♥✲
%&1❡ ❉❈✳ ❈❤❛3✉❡ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉& ✐❞1❛❧✱ ♥♦%1 Ki ♦✉ K
′
i✱ ❛✈❡❝ i ∈ {1, 2, 3}✱ ❡/% ❝♦♥/✐❞1&1 ❝♦♠♠❡
1%❛♥% ♣✐❧♦%1 ♣❛& ✉♥ /✐❣♥❛❧ ❖◆✴❖❋❋ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ci ♦✉ c
′
i ❛♣♣❛&%❡♥❛♥% 9 {1, 0}✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✹ ✕ ❙❝❤$♠❛ ❞❡ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡♠❡♥, ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉1 ,1✐♣❤❛3$✳
β1 β2 β3 /♦♥% %&♦✐/ ♠♦❞✉❧❛♥%❡/ ❞❡ ♠I♠❡ ❛♠♣❧✐%✉❞❡✱ ❞❡ ♠I♠❡ ❢&13✉❡♥❝❡ ❡% ❞1❝❛❧1❡/ ❞❡
2pi
3
✱
❧❡/ ♣♦✐♥%/ a✱ b ❡% c /♦♥% ❧❡/ %&♦✐/ ❜&❛/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& &❡/♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ❡% n ❧❡ ♣♦✐♥% ✧♥❡✉%&❡✧ ❞❡ ❧❛
❝❤❛&❣❡✳
❘❛♣♣❡❧♦♥/ 3✉❡ ✿ 
ci =
−
c′i = 1⇒ Ki ❡/% ❢❡&♠1✱ K ′i ❡/% ♦✉✈❡&%
ci =
−
c′i = 0⇒ Ki ❡/% ♦✉✈❡&%✱ K ′i ❡/% ❢❡&♠1
. ✭✷✳✹✮
M♦✉& ❝❤❛3✉❡ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&✱ ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❡/ %&♦✐/ ❜&❛/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&
❛♣♣❧✐3✉1 ♣❡♥❞❛♥% ✉♥❡ ♣1&✐♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ Tc✱ αi3bras ✱ ❡/% ❞1✜♥✐ ♣❛& ✿
✼✻ ❊◆■❚✲▲●M ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
αi3bras =
ti
❖◆
Tc
avec i ∈ {1, 2, 3}. ✭✷✳✺✮
❉❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞✬✉♥ /②/%-♠❡ %&✐♣❤❛/1 ❝❧❛//✐3✉❡ ? ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥/✐♦♥✱ ti
❖◆
❡/% ❧❡ %❡♠♣/
❧♦&/3✉❡ Ki ❡/% ❢❡&♠1✳ ▲✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡/ %❡♥/✐♦♥/ ❞❡ ❧✐❣♥❡ Vao(t), Vbo(t), Vco(t)
❡/% ❡①♣&✐♠1❡ ♣❛& ✿
< Vlo(t) >Tc=

 < Vao(t) >Tc< Vbo(t) >Tc
< Vco(t) >Tc

 = 1
Tc
∫ Tc
0
Vlo(t)dt. ✭✷✳✻✮
❊♥ ♣&❡♥♦♥/ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❧✬13✉❛%✐♦♥ ❡①♣&✐♠1❡ ❡♥ ✷✳✸✱ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ✷✳✻ ♣❡✉% H%&❡ 1❝&✐%❡ ❝♦♠♠❡
/✉✐% ✿
< Vlo(t) >Tc= E

1 0 00 1 0
0 0 1

α = Eαi3bras avec αi3bras =

1 0 00 1 0
0 0 1

α. ✭✷✳✼✮
◆♦✉/ ❝♦♥/✐❞1&♦♥/ ❞❛♥/ ❧❛ /✉✐%❡ 3✉❡ ❧❛ ❝❤❛&❣❡ ❡/% 13✉✐❧✐❜&1❡✱ ❝✬❡/% ? ❞✐&❡ Z = Z1 = Z2 = Z3
♦L Z ❡/% ✉♥❡ ✐♠♣1❞❛♥❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❡% ♥♦✉/ ✐♥%&♦❞✉✐/♦♥/ ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❧✐❣♥❡ 3✉✐
&1✉♥✐% %♦✉%❡/ ❧❡/ ❝♦♠♣♦/❛♥%❡/ ❞❡/ %❡♥/✐♦♥/ ❞❡ ❧✐❣♥❡/ ❞1✜♥✐❡/ ♣❛& ❧✬13✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✼✮✱ < Vlo(t) >Tc=
[< Vao(t) >Tc < Vbo(t) >Tc < Vco(t) >Tc ]
T
✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥%✱ ✉♥ ♠♦❞-❧❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ❡% ❞❡ /❛ ❝❤❛&❣❡ ♣❡✉% H%&❡ ❝♦♥/✐❞1&1 /✐ ❧❛ %❡♥/✐♦♥
❞❡ ♥❡✉%&❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛&❣❡ ❡/% ❡①♣&✐♠1❡✳ ❖& ✿
< Vno(t) >Tc=
1
3
(< Vao(t) >Tc + < Vbo(t) >Tc + < Vco(t)Tc >) =
1
3
[1 1 1] < Vlo(t) >Tc .
✭✷✳✽✮
❉♦♥❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❧✐❣♥❡ ♣❡✉%✲H%&❡ ❡①♣&✐♠1❡ ♣❛& ✿
< Vln(t) >Tc=< Vlo(t) >Tc − [1 1 1]T < Vno(t) >Tc . ✭✷✳✾✮
❉❛♥/ ❧❛ /✉✐%❡ ❞✉ ♠❛♥✉/❝&✐%✱ ♥♦✉/ /❡&♦♥/ ❛♠❡♥1/ ? ❝♦♥/✐❞1&❡& ❡//❡♥%✐❡❧❧❡♠❡♥% ❞❡/ ✈❛✲
❧❡✉&/ ♠♦②❡♥♥❡/ ❞❡ %❡♥/✐♦♥/✳ S❛& ❝♦♥/13✉❡♥%✱ ❡% ? ♠♦✐♥/ 3✉❡ ❝❡❧❛ ♥❡ /♦✐% ❡①♣❧✐❝✐%❡♠❡♥%
♠❡♥%✐♦♥♥1✱ ❧❡/ ♥♦%❛%✐♦♥/ ❞❡/ %❡♥/✐♦♥/ /❡&♦♥% /✐♠♣❧✐✜1❡/✱ ❡♥ ❝♦♥/✐❞1&❛♥% ♣❛& ❧❛ /✉✐%❡ 3✉❡
❧❡" ✈❛❧❡✉&" ♠♦②❡♥♥❡" ❞❡" ,❡♥"✐♦♥" /✉& ✉♥❡ ♣1&✐♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ Tc /❡&♦♥% ♥♦%1❡/ Vlo
♦✉ Vln ? ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ < Vlo(t) >Tc ❡% < Vln(t) >Tc &❡/♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✳
❊♥ &❡♠♣❧❛T❛♥% ❧✬13✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✽✮ ❞❛♥/ ✭✷✳✾✮✱ ♥♦✉/ ❛✉&♦♥/ ✿
Vln =
1
3

 2 −1 −1−1 2 −1
−1 −1 2

Vlo. ✭✷✳✶✵✮
❊◆■❚✲▲●S ✷✵✶✻ ✼✼
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
8❛& ❝♦♥/13✉❡♥%✱ ❧❡/ %❡♥/✐♦♥/ /✐♠♣❧❡/ ❛✉① ❜♦&♥❡/ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛&❣❡ /❡&♦♥% ❡①♣&✐♠1❡/ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥
❞❡/ &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ❡♥ &❡♠♣❧❛?❛♥% Vlo ♣❛& /♦♥ ❡①♣&❡//✐♦♥ ❞1✜♥✐❡ ♣❛& ✭✷✳✼✮ ❝♦♠♠❡ /✉✐% ✿
Vln =

 VanVbn
Vcn

 = E
3

 2 −1 −1−1 2 −1
−1 −1 2

αi3bras , ✭✷✳✶✶✮
♦F αi3bras = [α1 α2 α3]
T
❡% ❝❤❛❝✉♥ &❡♣&1/❡♥%❡ ❧❡ &❛♣♣♦&% ❝②❝❧✐3✉❡ ❞✉ ❜&❛/ ❝♦♥/✐❞1&1✳ ▲❛
♥♦%❛%✐♦♥ ❛❞♦♣%1❡ ♣❡&♠❡% ❞❡ ♣&1❝✐/❡& 3✉❡ ❧❡ &❛♣♣♦&% ❝②❝❧✐3✉❡ ❡/% ✐//✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡/ ♦&❞&❡/
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✉① ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ ♥♦%1/ 1✱ 2✱ 3 &❡/♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✱ ❡% ❝❤❛3✉❡ ❜&❛/ ❝♦♥%✐❡♥% ✉♥❡ /❡✉❧❡
❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛/1 I ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥/✐♦♥✳
▲✬❡①♣&❡//✐♦♥ ✭✷✳✶✶✮ ♣❡✉% J%&❡ 1❝&✐%❡ ✿
Vln =
E
3
Mαi3bras = kEMαi3bras ❛✈❡❝ M =

 2 −1 −1−1 2 −1
−1 −1 2

 . ✭✷✳✶✷✮
❊% ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣&❡♠✐-&❡ ❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ /♦&%✐❡ ♣❡✉%✲J%&❡ 1❝&✐%❡✱ ❛✈❡❝ kE =
E
3
✳ kE
❡/% ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❧✐1 I ❧❛ /%&✉❝%✉&❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ✉%✐❧✐/1 3✉✐ ❡/% ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞✬❡♥%&1❡
E✳
▲❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✺ ♠♦♥%&❡ ❧❡ /❝❤1♠❛ ❞✬✉♥ ♠♦❞-❧❡ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❛②❛♥% ❝♦♠♠❡
❡♥%&1❡ ❧❡ &❛♣♣♦&% ❝②❝❧✐3✉❡ ❡% ❝♦♠♠❡ /♦&%✐❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛&❣❡✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✺ ✕ ▼♦❞$❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❖♥❞✉❧❡✉. ✲ ❈❤❛.❣❡✳
α /♦♥% ❧❡/ &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/✱ V /♦♥% ❧❡/ %❡♥/✐♦♥/ ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❡% Y /♦♥% ❝♦♥/✐❞1&1/ ❝♦♠♠❡ ❞❡/
❝♦✉&❛♥% I 3✉✐ /♦♥% ❞❡/ ✈❛&✐❛❜❧❡/ ♠❡/✉&❛❜❧❡/ ✐//✉❡/ ❞✬✉♥ ♠♦❞-❧❡ ❞✬❛//❡&✈✐//❡♠❡♥% ❞❡ ❧❛ ❝❤❛&❣❡✳
❆ ♣❛&%✐& ❞❡ ❝❡ ♠♦❞-❧❡✱ 3✉❡❧3✉❡/ 3✉❡/%✐♦♥/ ♣❡✉✈❡♥% J%&❡ ♣♦/1❡/ %❡❧❧❡/ 3✉❡ ✿
• ❊/% ❝❡ 3✉❡ ❝❡ ♠♦❞-❧❡ ❡/% ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛✉① ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡/ ♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉① ❄
• ❊/% ✐❧ ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞❡ ❧✬✉%✐❧✐/❛%✐♦♥ ❞❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❄
❉❛♥/ ❝❡ 3✉✐ /✉✐%✱ ♥♦✉/ ❛❧❧♦♥/ ❡//❛②❡& ❞❡ &1♣♦♥❞&❡ I ❝❡/ 3✉❡/%✐♦♥/ ❛✉ ❢✉& ❡% I ♠❡/✉&❡✳
✼✽ ❊◆■❚✲▲●8 ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
✷✳✷✳✷✳✷ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛*✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞/❧❡ ✐♥✐*✐❛❧ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬♦❜*❡♥*✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥4❡♠❜❧❡ ❞❡
4♦❧✉*✐♦♥4
▲✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞-❧❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ❞1✜♥✐❡ ❡♥ ✭✷✳✶✷✮ ♣❡&♠❡% ❞❡ ❞1❞✉✐&❡ 3✉❡ ❝❡
/②/%-♠❡ ❡/% ❝♦♠♣❛%✐❜❧❡ ♠❛✐/ ✐❧ ❛❞♠❡% ✉♥ ♥♦♠❜&❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ /♦❧✉%✐♦♥/✳
❊✛❡❝%✐✈❡♠❡♥%✱ ❧❡ /②/%-♠❡ ❡/% ❝♦♠♣❛%✐❜❧❡ ❝❛& ✿
Rang[M ] = Rang
[
M Vln
]
= 2. ✭✷✳✶✸✮
G❛& ❛✐❧❧❡✉&/ ✐❧ ❛❞♠❡% ✉♥❡ ✐♥✜♥✐%1 ❞❡ /♦❧✉%✐♦♥/ ❝❛& ✿
Rang[M ] < ❉✐♠❡♥/✐♦♥ ❞❡ αi3bras . ✭✷✳✶✹✮
❊♥ ❝♦♥/✐❞1&❛♥% 3✉❡ ❧❡ /②/%-♠❡ %&✐♣❤❛/1 ❡/% 13✉✐❧✐❜&1✱ ❛❧♦&/ ✿
Van + Vbn + Vcn = 0. ✭✷✳✶✺✮
▲❡ /②/%-♠❡ ♣❡✉% ❛❧♦&/ K%&❡ &1❞✉✐% ❝❛& ✐❧ /✉✣% ❞❡ ❝♦♥♥❛M%&❡ ❞❡✉① %❡♥/✐♦♥/ ♣❛&♠✐ Van, Vbn ❡%
Vcn ♣♦✉& ❡♥ ❞1❞✉✐&❡ ❧❛ %&♦✐/✐-♠❡ N ♣❛&%✐& ❞❡ ❧✬13✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮✳ ❉♦♥❝ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ✭✷✳✶✷✮ ♣❡✉% K%&❡
1❝&✐%❡ /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞✉ /②/%-♠❡ &1❞✉✐% ❝♦♠♣❛%✐❜❧❡ ✿
V ′ln = kEFαi3bras , ✭✷✳✶✻✮
♦Q V ′ln =
[
Van
Vbn
]
✱ kE =
E
3
❡% F =
[
2 −1 −1
−1 2 −1
]
✳ F 1%❛♥% ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ &1❞✉✐%❡ ❞❡ M ✳
❊% ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ♣&1❝1❞❡♠♠❡♥%✱ ❧❡ &❛♥❣ ❞❡ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ F ❡/% ❝❛❧❝✉❧1 ✿
Rang[F ] = Rang
[
F V ′ln
]
= 2. ✭✷✳✶✼✮
▲✬13✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✶✻✮ ♣&1/❡♥%❡ ❧❡ ♠♦❞-❧❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ♦❜%❡♥✉✳ ■❧ &❡❧✐❡ ❧❡/ %❡♥/✐♦♥/ ❞❡ ❝❤❛&❣❡ ❡% ❧❡/
&❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛%&✐❝❡ ♥♦♥ ❝❛&&1❡ F ✳
■❧ ❡/% ✐♠♣♦&%❛♥% ❞❡ &❡%❡♥✐& 3✉❡ ❧❡/ %②♣❡/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&/ %&✐♣❤❛/1/ ❝❧❛//✐3✉❡/✱ N ▼▲■✱ 1%✉❞✐1/
/✬❡①♣&✐♠❡♥% /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞✬✉♥ /②/%-♠❡ ❧✐♥1❛✐&❡ ❝♦♠♣❛%✐❜❧❡✱ 13✉❛%✐♦♥/ ✭✷✳✶✷✮ ❡% ✭✷✳✶✻✮✳ ◆♦✉/
❛❧❧♦♥/ ♥♦✉/ ❢♦❝❛❧✐/❡& ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥% /✉& ❞❡/ /②/%-♠❡/ 13✉✐❧✐❜&1/ ❞❛♥/ ❝❡%%❡ 1%✉❞❡✳
▼❛✐/ ❡♥ ❛♥❛❧②/❛♥% ❧❡/ ♠♦❞❛❧✐%1/ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥/ ♣&❛%✐3✉❡/ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥✱ ♥♦✲
%❛♠♠❡♥% ❝❡❧❧❡/ N ▼▲■ ❞❛♥/ ❧❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/ %&✐♣❤❛/1/✱ ♦♥ /✬❛♣❡&V♦✐% ❡✛❡❝%✐✈❡♠❡♥% 3✉❡ ❧❛ ❧✐%%1&❛%✉&❡
♣&1/❡♥%❡ ✉♥ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ /♦❧✉%✐♦♥/ ♣♦//✐❜❧❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ♣&❛%✐3✉❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦✲
❞✉❧❛%✐♦♥/ ❞❡ %②♣❡ ▼▲■✳ ▲❛ ❢♦&♠❡ ♠K♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦&%❡✉/❡ ♣❡✉% K%&❡ ❞✐✛1&❡♥%❡✱ ❡♥ ❞❡♥% ❞❡ /❝✐❡ ❬✼✵❪✱
❬✼✶❪ ♦✉ ❡♥ %&✐❛♥❣❧❡ ❬✼✷❪✱ ❬✼✸❪✳ ◆♦✉/ ❞❡✈♦♥/ ❛❧♦&/ %&♦✉✈❡& ❡% 1%✉❞✐❡& ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥%&❡ ❝❡/ ❞✐✛1&❡♥%/
%②♣❡/ ❞❡ ♣♦&%❡✉/❡/ ❡% ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥%❡ ✉%✐❧✐/1❡✳
❊◆■❚✲▲●G ✷✵✶✻ ✼✾
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
✷✳✷✳✸ ❊①♣&❡((✐♦♥ ❞❡( &❡❧❛/✐♦♥( ❡♥/&❡ ❧❛ ♣♦&/❡✉(❡ ❡/ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡
❉❛♥/ ❧❛ ❧✐%%1&❛%✉&❡ ❧❡/ ❛✉%❡✉&/ /❡ ❢♦❝❛❧✐/❡♥% /✉& ❧✬✉%✐❧✐/❛%✐♦♥ ❞❡/ ♣♦&%❡✉/❡/ ❡♥ %&✐❛♥❣❧❡✳ ❈❡&%❛✐♥/
❛✉%❡✉&/ %&❛✈❛✐❧❧❡♥% /✉& ❞❡/ ♣♦&%❡✉/❡/ 1✈♦❧✉❛♥% ❡♥%&❡ [0, 1] ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥/ ❬✼✹❪ ♦✉ ❡♥❝♦&❡ ❡♥%&❡
[−1, 1] ❞❛♥/ ❬✼✺❪✱ ❬✼✻❪ ❡% ❬✼✼❪✳
❉❛♥/ ❬✼✵❪✱ ✐❧ ❛ 1%1 ❞1♠♦♥%&1 3✉❡ ❧✬✉%✐❧✐/❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦&%❡✉/❡ /♦✉/ ❢♦&♠❡ ❞❡ ❞❡♥%/ ❞❡ /❝✐❡ &1❞✉✐%
❧❛ ❢&13✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ♠❛✐/ ♥1❛♥♠♦✐♥/ ❛✉❣♠❡♥%❡ ❧❡ ❚❛✉① ❞❡ ❉✐/%♦&/✐♦♥ ❍❛&♠♦♥✐3✉❡
✭❚❍❉✮ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ /♦&%✐❡✱ ❞✬♦I ❧✬✉%✐❧✐/❛%✐♦♥ ♠❛❥♦&✐%❛✐&❡ ❞❡/ ♣♦&%❡✉/❡/ /♦✉/ ❢♦&♠❡ ❞❡ %&✐❛♥❣❧❡✳
❉❛♥/ %♦✉/ ❧❡/ ❝❛/✱ ❞❛♥/ ✉♥ /❝❤1♠❛ ❞❡ %②♣❡ ✧❝♦♠♣❛&❛✐/♦♥ ♠♦❞✉❧❛♥%❡✲♣♦&%❡✉/❡✧✱ ❧❡/ ❞❡✉①
/✐❣♥❛✉① ❝♦♥❝❡&♥1/ ❞♦✐✈❡♥% ❛✈♦✐& ❞❡/ ❜♦&♥❡/✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐& ❜♦&♥❡& ♥♦/ ❡♥/❡♠❜❧❡/ ❞❡ /♦❧✉%✐♦♥/
♣♦✉& ❧❡/ &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/✱ ❡% ❞♦♥❝ ♥❡ /1❧❡❝%✐♦♥♥❡& 3✉❡ ❧❡/ /♦❧✉%✐♦♥/ ❛❞♠✐//✐❜❧❡/✱ ✐❧ ❡/% ♥1❝❡//❛✐&❡
❞✬❡①♣&✐♠❡& ❧❡/ &❡❧❛%✐♦♥/ ❧✐❛♥% ❧❛ ♣♦&%❡✉/❡ ❡% ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥%❡ ♣♦✉& ❞✐✛1&❡♥%❡/ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥/✳
R♦✉& &1♣♦♥❞&❡ S ❝❡ ♣&♦❜❧-♠❡✱ ✉♥❡ 1%✉❞❡ ❞1%❛✐❧❧1❡ ❛ 1%1 ❢❛✐%❡ /✉& ❧❡/ ❞✐✛1&❡♥%/ ❝❛/ ❡①✐/%❛♥%/✳
❈♦♥/✐❞1&♦♥/ 3✉❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥%❡ ♥♦♠♠1❡ β ♣♦✉& ❧✬✐♥/%❛♥%✱ ❡/% ✉♥ /✐❣♥❛❧ 3✉❡❧❝♦♥3✉❡ ❝♦♥/%❛♥%
/✉& ✉♥❡ ♣1&✐♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ Tc✳ ◆♦✉/ ❛❧❧♦♥/ ❝❤❡&❝❤❡& S %&♦✉✈❡& ✉♥❡ &❡❧❛%✐♦♥ ❡♥%&❡ α ✭❧❡
&❛♣♣♦&% ❝②❝❧✐3✉❡ ♠❡/✉&1 ♣♦✉& ❝❤❛3✉❡ ❜&❛/✮ ❡% β 3✉❡ ❝❡ /♦✐% ♣♦✉& ✉♥❡ ♣♦&%❡✉/❡ ❞❡ %②♣❡ %&✐❛♥❣❧❡
✭♥♦&♠❛❧ ♦✉ ✐♥✈❡&/1✮ ♦✉ ❡♥ ❞❡♥% ❞❡ /❝✐❡ ✭♥♦&♠❛❧❡ ♦✉ ✐♥✈❡&/1❡✮ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥%&❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✻✳
T (t) &❡♣&1/❡♥%❡ ❧✬13✉❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦&%❡✉/❡✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✻ ✕ ■❧❧✉$%&❛%✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛.&❡♥%$ $❝❤.♠❛$ ❞❡ ❝♦♠♣❛&❛✐$♦♥ ♠♦❞✉❧❛♥%❡✲♣♦&%❡✉$❡✳
❉❛♥/ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡/ ✐❧❧✉/%&❛%✐♦♥/✱ ❧❛ ♣1&✐♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛3✉❡ ♣♦&%❡✉/❡✱ ❡♥ %&✐❛♥❣❧❡ ♦✉ ❡♥ ❞❡♥% ❞❡
/❝✐❡✱ ❡/% 1❣❛❧❡ S Tc✱ ❡% /♦♥ ❛♠♣❧✐%✉❞❡ ✈❛&✐❡ ❡♥%&❡ 0 ❡% 1✳ ▲❛ ♠♦❞✉❧❛♥%❡ β ❡/% ❝♦♥/%❛♥%❡ ❞✉&❛♥%
❝❤❛3✉❡ ♣1&✐♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡% /♦♥ ❛♠♣❧✐%✉❞❡ ❡/% ✐♥❢1&✐❡✉& S ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦&%❡✉/❡ ❛✜♥ ❞✬1✈✐%❡&
❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ /✉&♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ❡% ❞✬❛//✉&❡& ❞❡ &❡/%❡& ❞❛♥/ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✐♥1❛&✐%1✳
❚&♦✐/ ❝❛/ ❞❡ ♣♦&%❡✉/❡/✱ ❛②❛♥% ❞✐✛1&❡♥%❡/ ❜♦&♥❡/✱ ♦♥% 1%1 1%✉❞✐1/ ✿
✽✵ ❊◆■❚✲▲●R ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
❈❛/ ✶ ✿ ▲❡ %&✐❛♥❣❧❡ T (t) ❛♣♣❛&%✐❡♥% ; ❬d✱c❪✱ ❛✈❡❝ d < c✳
❈❛/ ✷ ✿ ▲❡ %&✐❛♥❣❧❡ T (t) ❛♣♣❛&%✐❡♥% ; ❬0✱1❪✳
❈❛/ ✸ ✿ ▲❡ %&✐❛♥❣❧❡ T (t) ❛♣♣❛&%✐❡♥% ; ❬−1
2
✱
1
2
❪✳
▲❡/ ❝❛/ ✷ ❡% ✸ /♦♥% ❞❡/ ❝❛/ ♣❛&%✐❝✉❧✐❡&/ ❞✉ ❝❛/ ✶✳ ▲❛ ❞1♠♦♥/%&❛%✐♦♥ /❡&❛ ❡✛❡❝%✉1❡ ♣♦✉& ❧❡ ❝❛/
✶ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣♦&%❡✉/❡ ❞❡ %②♣❡ %&✐❛♥❣❧❡✳
▲❡ /❝❤1♠❛ ❞❡ &❡❧❛%✐♦♥ ❡♥%&❡ ❧❛ ♣♦&%❡✉/❡ ❡% ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥%❡ ❡/% ✐❧❧✉/%&1 ; ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✼✳ ▲❛
♠♦❞✉❧❛♥%❡ β 1✈♦❧✉❡ /%&✐❝%❡♠❡♥% ❡♥%&❡ ❧❡/ ❜♦&♥❡/ ❞❡ ❧❛ ♣♦&%❡✉/❡ ✿{
Si T (t) > β =⇒ C1 = 1
Si T (t) < β =⇒ C1 = 0
. ✭✷✳✶✽✮
❉1✜♥✐//♦♥/ t1 ❝♦♠♠❡ 1%❛♥% ❧❡ ♣&❡♠✐❡& ✐♥/%❛♥% ❞✬✐♥%❡&/❡❝%✐♦♥ ❡♥%&❡ ❧❛ ♣♦&%❡✉/❡ ❡% ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥%❡
❡% t2 ❧❡ ❞❡✉①✐-♠❡ ✐♥/%❛♥% ❞✬✐♥%❡&/❡❝%✐♦♥ ✳ c ❡% d ♣❡✉✈❡♥% ♣&❡♥❞&❡ %♦✉%❡/ ❧❡/ ✈❛❧❡✉&/ &1❡❧❧❡/ ❛✈❡❝
❧❛ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ c > d✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✼ ✕ ■❧❧✉$%&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛&❛✐$♦♥ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ✶✳
◆♦✉/ ❝♦♥/✐❞1&♦♥/ y+ ❧❛ ♣❡♥%❡ ♣♦/✐%✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦&%❡✉/❡ ❡% y− ❧❛ ♣❡♥%❡ ♥1❣❛%✐✈❡✳ ▲✬13✉❛%✐♦♥ ❞❡
❧❡ ♣❡♥%❡ ♣♦/✐%✐✈❡ 3✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡ [0, Tc
2
] /✬1❝&✐% /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
y+ = At+B. ✭✷✳✶✾✮
▲❡/ ♣❛&❛♠-%&❡/ A ❡% B /♦♥% ♦❜%❡♥✉/ ♣❛& ✿{
; ❧✬✐♥/%❛♥% t = 0 =⇒ B = d ✭♦&✐❣✐♥❡✮
A = c−dTc
2
= 2(c−d)
Tc
✭♣❡♥%❡ ♣♦/✐%✐✈❡✮
. ✭✷✳✷✵✮
❉♦♥❝ ❡♥ &❡♠♣❧❛P❛♥% ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞❡ B ❡% A ❞❛♥/ ❧✬13✉❛%✐♦♥ ✷✳✶✾✱ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡ ❧✬13✉❛%✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❞&♦✐%❡ ♣♦/✐%✐✈❡ ♣❡✉% Q%&❡ 1❝&✐%❡ /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
y+ =
2(c− d)
Tc
t+ d. ✭✷✳✷✶✮
❊♥ ❝❡ 3✉✐ ❝♦♥❝❡&♥❡ ❧✬13✉❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞&♦✐%❡ ♥1❣❛%✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦&%❡✉/❡ ❛②❛♥% ❝♦♠♠❡ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡
[Tc
2
, Tc]✱ ❡❧❧❡ /✬1❝&✐% ❝♦♠♠❡ /✉✐% ✿
❊◆■❚✲▲●W ✷✵✶✻ ✽✶
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
y− = −Ct+D. ✭✷✳✷✷✮
❈♦♠♠❡ ♣&1❝1❞❡♠♠❡♥%✱ ♥♦✉/ ❛❧❧♦♥/ ❝❤❡&❝❤❡& < ✐❞❡♥%✐✜❡& ❧❡/ ♣❛&❛♠-%&❡/ C ❡% D✳
❆ t = Tc
2
=⇒ y− = c✳ ❈❡ 3✉✐ ❡♥%&❛✐♥❡ ✉♥❡ ❡①♣&❡//✐♦♥ ❧✐❛♥% c < C✱ D ❡% Tc ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐-&❡
/✉✐✈❛♥%❡ ✿
−CTc
2
+D = c. ✭✷✳✷✸✮
❆ t = Tc =⇒ y− = d✱ ❡% ❞♦♥❝
−CTc +D = d. ✭✷✳✷✹✮
❊♥ &1/♦❧✈❛♥% ❝❡/ ❞❡✉① 13✉❛%✐♦♥/✱ ♦♥ ❛❜♦✉%✐% < ❧✬13✉❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞&♦✐%❡ ♥1❣❛%✐✈❡ %❡❧❧❡ 3✉❡ ✿
y− = −2(c− d)
Tc
t+ 2c− d. ✭✷✳✷✺✮
❆✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡& ❧❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞✬✐♥%❡&/❡❝%✐♦♥ ❡♥%&❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥%❡ ❡% ❧❛ ♣♦&%❡✉/❡✱ t1 ❡% t2 &❡/♣❡❝✲
%✐✈❡♠❡♥%✱ ♥♦✉/ ♣&♦❝1❞♦♥/ ❝♦♠♠❡ /✉✐% ✿
❆ t = t1 =⇒ y+ − β = 0✳ ❊♥ &❡♠♣❧❛H❛♥% y+ ♣❛& ✭✷✳✷✶✮✱ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥/%❛♥% t1 ❡/%
♦❜%❡♥✉❡ ✿
t1 =
(β − d)Tc
2(c− d) . ✭✷✳✷✻✮
❆ t = t2 =⇒ y− − β = 0✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❧✬✉%✐❧✐/❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ✭✷✳✷✺✮ ♣❡&♠❡% ❞❡ %&♦✉✈❡&
❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥/%❛♥% t2 ❝♦♠♠❡ /✉✐% ✿
t2 =
(2c− d− β)Tc
2(c− d) . ✭✷✳✷✼✮
❊% ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞✉ &❛♣♣♦&% ❝②❝❧✐3✉❡ /✬1❝&✐% /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ α = t❖◆
Tc
❛✈❡❝ t
❖◆
=
t2 − t1✳ ❉♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥% ❡♥ &❡♠♣❧❛H❛♥% ❧❡/ ❡①♣&❡//✐♦♥/ ❞❡ t1 ❡% t2 ❞1✜♥✐❡/ ❞❛♥/ ✭✷✳✷✻✮ ❡% ✭✷✳✷✼✮
&❡/♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✱ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞✉ &❛♣♣♦&% ❝②❝❧✐3✉❡ ❡/% ❞1✜♥✐❡ ♣❛& ✿
α =
c− β
c− d . ✭✷✳✷✽✮
◆♦✉/ ❝♦♥/%❛%♦♥/ 3✉❡ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞✉ &❛♣♣♦&% ❝②❝❧✐3✉❡ ❡/% ❧✐1❡ ❛✉① ❜♦&♥❡/ ❞❡ ❧❛ ♣♦&%❡✉/❡
✉%✐❧✐/1❡ ❛✐♥/✐ 3✉✬< /❛ ❢♦&♠❡✳
▼❛✐♥%❡♥❛♥% ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ♦R ❧❛ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ %❡❧❧❡ /♦&%❡ < ❛✈♦✐& ✿{
Si T (t) > β =⇒ C1 = 0
Si T (t) < β =⇒ C1 = 1
, ✭✷✳✷✾✮
✽✷ ❊◆■❚✲▲●X ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
♥♦✉/ ❝♦♥/%❛%♦♥/ 3✉❡ ❞❛♥/ ❝❡ ❝❛/ ✐❧ ♥ ② ❛ 3✉❡ ❧❛ ❞✉&1❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝%✐♦♥ 3✉✐ ❝❤❛♥❣❡✱ ❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥% ✿
t
❖◆
= Tc − (t2 − t1)✳
❉♦♥❝✱ ❡♥ ✉%✐❧✐/❛♥% ❧❡/ ❡①♣&❡//✐♦♥/ ❞❡ t1 ❡% t2 %&♦✉✈1❡/ ❞❛♥/ ✭✷✳✷✻✮ ❡% ✭✷✳✷✼✮✱ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡
α ♣❡✉% C%&❡ ❞1❞✉✐%❡ ✿
α =
β − d
c− d . ✭✷✳✸✵✮
❊♥ ♣&♦❝1❞❛♥% ❞❡ ❧❛ ♠C♠❡ ♠❛♥✐-&❡ 3✉❡ ♣&1❝1❞❡♠♠❡♥% ♣♦✉& ❧❡/ ❞✐✛1&❡♥%/ ❝❛/ ❡①✐/%❛♥%/ ❡♥
❝❤❛♥❣❡❛♥% ❧❡/ ❜♦&♥❡/ ❞❡ ❧❛ ♣♦&%❡✉/❡✱ ❧❡ %❛❜❧❡❛✉ &1❝❛♣✐%✉❧❛%✐❢ /✉✐✈❛♥% ♣❡&♠❡% ❞❡ %&♦✉✈❡& ❧❡/
❡①♣&❡//✐♦♥/ ❧✐❛♥% ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥%❡ β ❛✉ &❛♣♣♦&% ❝②❝❧✐3✉❡ ♠❡/✉&1 α✳ ❉❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ♦J ❧❛ ♣♦&%❡✉/❡ ❡/%
❡♥ ❞❡♥% ❞❡ /❝✐❡✱ ❧❡/ ❢♦&♠✉❧❡/ /♦♥% %♦✉❥♦✉&/ ✈❛❧❛❜❧❡/✱ ✭✈♦✐& ❆♥♥❡①❡ ❆✮✳
❉✐✛1&❡♥%/ ❝❛/ ❇♦&♥❡/ ❞❡ ❧❛
♣♦&%❡✉/❡
T (t) > β ⇒ C1 = 1
T (t) < β ⇒ C1 = 0
T (t) > β ⇒ C1 = 0
T (t) < β ⇒ C1 = 1
❈❛/ ✶ [d, c] α = c−β
c−d α =
β−d
c−d
❈❛/ ✷ ❬✵✱✶❪ α = 1− β α = β
❈❛/ ✸ [−1
2
, 1
2
] α = 1
2
− β α = 1
2
+ β
❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ '(❝❛♣✐,✉❧❛,✐❢ ❞❡ ❧✬(,✉❞❡ ✳
❉❛♥/ ♥♦%&❡ ❝❛/✱ ✉♥❡ ♣♦&%❡✉/❡ ❝♦♠♣&✐/❡ ❡♥%&❡ [0, 1] ❛//♦❝✐1❡ Q ❧❛ ❞❡✉①✐-♠❡ ❧♦✐ ✭T (t) > β ⇒
C1 = 0 ❡% T (t) < β ⇒ C1 = 1✮ /❡&❛ ✉%✐❧✐/1❡✱ /♦✐%✱ α = β✳ ❉❛♥/ ❝❡ ❝❛/ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥%❡ β ❛♣♣❧✐3✉1❡
❞♦✐% C%&❡ ❜♦&♥1❡ ❡♥%&❡ [0, 1] ❡% &❡♣&1/❡♥%❡ ✉♥❡ &1❛❧✐%1 ♣❤②/✐3✉❡ ✿ ❧❡ &❛♣♣♦&% ❝②❝❧✐3✉❡✳
✷✳✷✳✹ ❇✐❧❛♥ ❞✉ ♠♦❞,❧❡ ✐♥✐.✐❛❧ ♣012❡♥.1
▲❡ ♠♦❞-❧❡ ✐♥✐%✐❛❧ ❞❡ ❜❛/❡ ✉%✐❧✐/1 ❡/% ✉♥ ♠♦❞-❧❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛/1 ❝❧❛//✐3✉❡ ♠♦②❡♥✱ ❛✈❡❝
❧❡/ ❤②♣♦%❤-/❡/ ❞❡ ♠♦❞1❧✐/❛%✐♦♥ ❞1❝&✐%❡/ ❞❛♥/ ✷✳✷✳✶✱ Q ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❛②❛♥% ❝♦♠♠❡
♣&❡♠✐-&❡ ❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡/ %❡♥/✐♦♥/ ❞❡ /♦&%✐❡✱ ✉♥ ❥❡✉ ❞✬13✉❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ /②/%-♠❡ ❧✐♥1❛✐&❡ ❝♦♠♣❛%✐❜❧❡
/♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ V = f(α)✱ Q ❝♦♥❞✐%✐♦♥ 3✉❡ ❧❛ ❝❤❛&❣❡ ✉%✐❧✐/1❡ /♦✐% 13✉✐❧✐❜&1❡✳
✷✳✸ ❉$✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥, ❞✬✉♥ ♠♦❞0❧❡ ❣$♥$2✐4✉❡
✷✳✸✳✶ ❊①.❡♥2✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞,❧❡ ✐♥✐.✐❛❧ ❛✉① 2.0❛.1❣✐❡2 ❞❡ ♠♦❞✉❧❛.✐♦♥ ✈❡❝✲
.♦0✐❡❧❧❡
▲✬1%✉❞❡ ❞1✈❡❧♦♣♣1❡ ❝✐✲❛♣&-/ ♣❡&♠❡% ❞❡ ❣1♥1&❛❧✐/❡& ❧❡ ♠♦❞-❧❡ ✐♥✐%✐❛❧ ❛✜♥ ❞❡ ♣&❡♥❞&❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡
❧❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ %②♣❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ✈❡❝%♦&✐❡❧❧❡ ❙❱▼✳
◆♦✉/ ❛✈♦♥/ ❞1❝✐❞1 ❞✬✐♥%❡&♣&1%❡& ❧❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❙❱▼ ❝♦♠♠❡ 1%❛♥% ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ♣♦✉& ❧❡/✲
3✉❡❧❧❡/ ❧❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥/ ❞❡/ ❞✐✛1&❡♥%/ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ ❞♦✐✈❡♥% C%&❡ ❝♦♥♥✉/ ❡% ♣❧❛❝1/ Q
❊◆■❚✲▲●[ ✷✵✶✻ ✽✸
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
❧✬✐♥%1&✐❡✉& ❞✬✉♥❡ ♣1&✐♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✳ :❛& ❡①%❡♥/✐♦♥✱ ❞❛♥/ ❧❛ /✉✐%❡ ❞✉ ♠❛♥✉/❝&✐%✱ ❧✬❛♣♣❡❧❧❛✲
%✐♦♥ /%&❛%1❣✐❡ ❙❱▼ ❞♦✐% @%&❡ ❝♦♠♣&✐/❡ ❝♦♠♠❡ 1%❛♥% ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥/✳
❉❛♥/ ✉♥ ♣&❡♠✐❡& %❡♠♣/ ❧✬❛♥❛❧②/❡ /❡&❛ ♠❡♥1❡ /✉& ✉♥❡ /✐♠♣❧❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❛✈❛♥% ❞❡
❣1♥1&❛❧✐/❡& ❧❡/ ❡①♣&❡//✐♦♥/ ♦❜%❡♥✉❡/ D ✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& ❝❧❛//✐3✉❡ %&✐♣❤❛/1 D ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥/✐♦♥✳
✷✳✸✳✶✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ - ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉*❛*✐♦♥
❘❡♣&❡♥♦♥/ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ 1❧1♠❡♥%❛✐&❡ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉/%&1 D ❧❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✶✶❛
❞✉ ♣&❡♠✐❡& ❝❤❛♣✐%&❡✳ ❈❡%%❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ ♣❡&♠❡% ❧❡/ 1❝❤❛♥❣❡/ ❞✬1♥❡&❣✐❡ ❡♥%&❡ ✉♥❡ /♦✉&❝❡
❞❡ %❡♥/✐♦♥ 3✉✐ ✐♠♣♦/❡ E ❡% ✉♥ &1❝❡♣%❡✉& 3✉✐ ✐♠♣♦/❡ ❧❡ ❝♦✉&❛♥% Ia✳
▲❡/ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ 1%❛♥% ❝♦♠♣❧1♠❡♥%❛✐&❡/✳ ■❧ ② ❛✉%❛♥% ❞❡ /1✲
3✉❡♥❝❡/ ♣♦//✐❜❧❡/ 3✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉①✳ ❉♦♥❝ ❞❛♥/ ♥♦%&❡ ❝❛/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& D ✷ ♥✐✈❡❛✉①✱ ✐❧ ❡①✐/%❡
❞❡✉① /13✉❡♥❝❡/ ♣♦//✐❜❧❡/✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐3✉1 ❞❛♥/ ❧❡ %❛❜❧❡❛✉ ✷✳✷ ✿
❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ()*✉❡♥❝❡( ❞❡ ❧❛ -❡♥(✐♦♥ Vao ❛✉ (❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉-❛-✐♦♥✳
K1 K
′
1 Vao
✶ ✵ E
✵ ✶ 0
▲❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✽ ✐❧❧✉/%&❡ ❧✬❛❧❧✉&❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ /♦&%✐❡ ❞✉&❛♥% ✉♥❡ ♣1&✐♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ Tc ❡%
❧❡/ 1%❛%/ ❞❡/ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/✳ ▲❡/ %❡♠♣/ t1 ❡% t2 ❞1✜♥✐//❡♥% ❧❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❢❡&♠❡%✉&❡ ❡% ❞✬♦✉✈❡&%✉&❡
❞❡ ❧✬✐♥%❡&&✉♣%❡✉& ❑✶ ✭❡% ❞♦♥❝ ❑✬✶✮✱ &❡/♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✱ ❛✉ /❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣1&✐♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✳
❋✐❣✉)❡ ✷✳✽ ✕ ❆❧❧✉4❡ ❞❡ ❧❛ -❡♥(✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥- ✉♥❡ ♣)4✐♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉-❛-✐♦♥✳
▲❡ %❡♠♣/ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥%❡&&✉♣%❡✉& K1 ❡/% ♥♦♠♠1 ts1 ❡% ✐❧ ❡/% ❞1✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐-&❡
/✉✐✈❛♥%❡ ✿
ts1 = t2 − t1, ✭✷✳✸✶✮
✽✹ ❊◆■❚✲▲●: ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
❊♥ /❡ ❜❛/❛♥% /✉& ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ Vao ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✉ %❡♠♣/✱ ✜❣✉&❡ ✷✳✽✱ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡
❧❛ ✈❛❧❡✉& ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞✉ ❜&❛/ a ❡/% ❝❛❧❝✉❧1❡ ❝♦♠♠❡ /✉✐% ✿
Vao =
1
Tc
∫ Tc
0
Vao(t)dt =
1
Tc
[∫ t1
0
0dt+
∫ t2
t1
Edt+
∫ Tc
t2
0dt
]
. ✭✷✳✸✷✮
❉♦♥❝✱ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ Vao ♣❡✉% G%&❡ 1❝&✐%❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐-&❡ /✉✐✈❛♥%❡ ✿
Vao =
1
Tc
(t2 − t1)E = 1
Tc
ts1E. ✭✷✳✸✸✮
❘❡♠❛$%✉❡ ❙✉✐✈❛♥% ❧✬❛❧❧✉&❡ ❞❡ ❧✬✐♥%❡&&✉♣%❡✉& K1 ❞❛♥/ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✽✱ ❧❡ &❛♣♣♦&% ❝②❝❧✐3✉❡ /✬❡①✲
♣&✐♠❡ ✿
α =
ts1
Tc
. ✭✷✳✸✹✮
❆ ♣❛&%✐& ❞❡ ❧L✱ ♥♦✉/ ♣♦✉✈♦♥/ ❝♦♥/%❛%❡& 3✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ &❡❧❛%✐♦♥ ❡♥%&❡ ❧❡/ &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ❡%
❧❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ 3✉❡ ♥♦✉/ ❛❧❧♦♥/ ❞1❝&✐&❡ ♣❛& ❧❛ /✉✐%❡✳
✷✳✸✳✶✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛0✐♦♥ 3 ✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉$ ❝❧❛55✐%✉❡ 3 ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ 0❡♥5✐♦♥
❈♦♠♠❡ ♥♦✉/ ❧❡ /❛✈♦♥/✱ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛/1 ❝❧❛//✐3✉❡ L ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❡/% ✉♥❡ ❛//♦✲
❝✐❛%✐♦♥ ❞❡ %&♦✐/ ❝❡❧❧✉❧❡/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡♥ ♣❛&❛❧❧-❧❡✳ ❉♦♥❝ ❡♥ 1%❡♥❞❛♥% ❧❛ ♣&♦❝1❞✉&❡ ♣&1❝1❞❡♥%❡
♣♦✉& ❧❡/ %&♦✐/ ❜&❛/✱ ♥♦✉/ ❛✉&♦♥/ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ Vlo 3✉✐ /✬1❝&✐% ❝♦♠♠❡ /✉✐% ✿
Vlo =

 VaoVbo
Vco

 = E

1 0 00 1 0
0 0 1



 τ1τ2
τ3

 , ✭✷✳✸✺✮
❛✈❡❝ τ1 =
ts1
Tc
♣♦✉& ❧❡ ♣&❡♠✐❡& ❜&❛/ a✱ τ2 =
ts2
Tc
♣♦✉& ❧❡ ❞❡✉①✐-♠❡ ❜&❛/ b ❡% τ3 =
ts3
Tc
♣♦✉& ❧❡
❞❡&♥✐❡& ❜&❛/ c ❡% ts1✱ ts2✱ ts2 /♦♥% ❧❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝%✐♦♥ ❞❡/ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ ❞❡/ %&♦✐/ ❜&❛/
&❡/♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✳
❈❡%%❡ ❡①♣&❡//✐♦♥ ♣❡✉% G%&❡ 1❝&✐%❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐-&❡ /✉✐✈❛♥%❡ ✿
Vlo = E

1 0 00 1 0
0 0 1

 τj3bras , ✭✷✳✸✻✮
♦O τj3bras ❡/% ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❝♦❧♦♥♥❡ ♣♦✉& ❧❡/ %&♦✐/ ❜&❛/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❞❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ ✸ ❡% τj3bras =[
τ1 τ2 τ3
]T
♣♦✉& ❧❡/ %&♦✐/ ❜&❛/ &❡/♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✳
❊♥ 1%❡♥❞❛♥% ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ✭✷✳✸✹✮ ❛✉① %&♦✐/ ❜&❛/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✱ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡/ &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/
αi3bras ♣❡✉% G%&❡ 1❝&✐%❡ /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
❊◆■❚✲▲●U ✷✵✶✻ ✽✺
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
αi3bras =

1 0 00 1 0
0 0 1

 τj3bras = Bτj3bras , ✭✷✳✸✼✮
❛✈❡❝ i3bras ∈ {1, 2, 3}✳
❊♥ ✉%✐❧✐/❛♥% ❧❡/ ❡①♣&❡//✐♦♥/ ❞1❞✐1❡/ ❛✉ /②/%-♠❡ %&✐♣❤❛/1 ✭✷✳✽✮ ❡% ✭✷✳✾✮ ❡% ❡♥ ❧❡/ ❛♣♣❧✐3✉❛♥% /✉&
❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ✭✷✳✸✻✮✱ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ &1❞✉✐%❡ ❞❡ ❝❤❛&❣❡ ♣♦✉& %♦✉/ ❧❡/ ❜&❛/ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉&
/✬1❝&✐% /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
V ′ln =
E
3
[
2 −1 −1
−1 2 −1
]
τj3bras = kEFτj3bras . ✭✷✳✸✽✮
❉❛♥/ ❝❡ ❝❛/✱ ♥♦✉/ ♣♦✉✈♦♥/ ❝♦♥❝❧✉&❡ 3✉❡ ❧❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/ %&✐♣❤❛/1/ ❝❧❛//✐3✉❡/ I ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
%❡♥/✐♦♥ ❛❞♠❡%%❡♥% ❧✬13✉❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ /②/%-♠❡ ❧✐♥1❛✐&❡ 3✉✐ /✬1❝&✐% /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿ V ′ln = kEFτj3bras ✳
❇✐❧❛♥ ❞❡ ❧❛ '❡❝)✐♦♥
❉❛♥/ ❝❡%%❡ /❡❝%✐♦♥✱ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ❛❜♦&❞1 ❞❡✉① ♠♦❞-❧❡/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛/1 ❝❧❛//✐3✉❡ I ❞❡✉①
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ✿ ❧❡ ♠♦❞-❧❡ ❧✐1 I ❧✬✉%✐❧✐/❛%✐♦♥ ❞❡/ &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞❡ ❧❛ /%&❛%1❣✐❡
▼▲■✱ ❛②❛♥% ❝♦♠♠❡ ❡①♣&❡//✐♦♥ V ′ = f(α)✱ ❡% ❝❡❧✉✐ ❧✐1 I ❧✬✉%✐❧✐/❛%✐♦♥ ❞❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥
❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞❡ ❧❛ /%&❛%1❣✐❡ ❙❱▼✱ ❛②❛♥% ❝♦♠♠❡ ❡①♣&❡//✐♦♥ V ′ = f(τ)✳
❉❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞✬✉♥❡ 1%✉❞❡ ❞✬✉♥ /❡✉❧ ❜&❛/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛/1 ❛②❛♥% ✉♥❡ /❡✉❧❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠✲
♠✉%❛%✐♦♥✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ 13✉✐✈❛❧❡♥❝❡ 1✈✐❞❡♥%❡ ❡♥%&❡ ❧❡/ &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ❡% ❧❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉✲
%❛%✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥% ❝❡%%❡ ♣&❡♠✐-&❡ ♠✐/❡ ❡♥ 13✉❛%✐♦♥ /✉& ✉♥ ❝❛/ /✐♠♣❧❡ ❡% 1✈✐❞❡♥% ♥♦✉/ ❢❛❝✐❧✐%❡&❛
❧❛ %O❝❤❡ ❧♦&/ ❞❡/ ♠♦❞1❧✐/❛%✐♦♥/ ♣❧✉/ ❝♦♠♣❧❡①❡/ 3✉✐ /❡&♦♥% ❛❜♦&❞1❡/ ♣❧✉/ %❛&❞✳
✷✳✸✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞2❧❡ ✐♥✐)✐❛❧ ❛✉① ❛4❝❤✐)❡❝)✉4❡' ♠✉❧)✐♥✐✈❡❛✉①
▲❡ ❜✉% ❞❡ ❝❡%%❡ ♣❛&%✐❡ ❡/% ❞✬♦❜%❡♥✐& ✉♥ ♠♦❞-❧❡ ♠♦②❡♥ ❣1♥1&✐3✉❡✱ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛✉① ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡/
❞✬♦♥❞✉❧❡✉&/ ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉① ❡% 3✉✐ %✐❡♥% ❝♦♠♣%❡ ❞❡/ ❞✐✛1&❡♥%❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥✳
✷✳✸✳✷✳✶ ▼♦❞'❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛0❡ 1 ❝❡❧❧✉❧❡0 3❧3♠❡♥5❛✐7❡0 ✐♠❜7✐9✉3❡0
Q❛&♠✐ ❧❡/ /%&✉❝%✉&❡/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉① ❡①✐/%❛♥%❡/✱ ✐❧ ❡/% &❡♠❛&3✉❛❜❧❡ 3✉❡ ❝❡&%❛✐♥❡/
/%&✉❝%✉&❡/ ♦♥% ❞❡/ ❝❡❧❧✉❧❡/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ✐♠❜&✐3✉1❡/✳
❋♦❝❤ ❡% all ✐❧❧✉/%&❡♥% ❞❛♥/ ❬✼✽❪ ❧❡ /❝❤1♠❛ ❞❡ ♣&✐♥❝✐♣❡ ❡♥ 1❝❤❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❜&❛♥❝❤❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& I n
❝❡❧❧✉❧❡/ ✐♠❜&✐3✉1❡/✱ ✜❣✉&❡ ✷✳✾✳ ❈❤❛3✉❡ ♣❛✐&❡ ❞✬✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ /✐%✉1/ /✉& ❧❛ ♠V♠❡ ✈❡&%✐❝❛❧❡ ❢♦&♠❡
✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❞♦♥% ❧❡/ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ /♦♥% ❝♦♠♠❛♥❞1/ ❞❡ ♠❛♥✐-&❡ ❝♦♠♣❧1♠❡♥%❛✐&❡✳
❈❡%%❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ♥✬❡/% /♦✉♠✐/❡ 3✉✬I ❧❛ ❞✐✛1&❡♥❝❡ ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❞❡/ /♦✉&❝❡/ 3✉✐ ❧✬❡♥%♦✉&❡♥%✳
✽✻ ❊◆■❚✲▲●Q ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
❋✐❣✉$❡ ✷✳✾ ✕ ❈❡❧❧✉❧❡% ❞❡ ❝♦♠♠✉*❛*✐♦♥ ✐♠❜/✐0✉1❡% ❬✼✽❪✳
8&❡♥♦♥/ ❞❛♥/ ♥♦%&❡ ❝❛/✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❜&❛/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& > ❝❡❧❧✉❧❡/ ✐♠❜&✐3✉1❡/ > N ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ %❡♥/✐♦♥✱ ♣&1/❡♥%1 ❞❛♥/ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✶✵ ♦B ❝❤❛3✉❡ ❜&❛/ ❞✬✉♥❡ /%&✉❝%✉&❡ ✐♠❜&✐3✉1❡ ❝♦♥%✐❡♥%
✭N − 1✮ ❝❡❧❧✉❧❡/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✵ ✕ ❇/❛% ❞✬♦♥❞✉❧❡✉/ 9 ❝❡❧❧✉❧❡% ✐♠❜/✐0✉1❡% 9 N ♥✐✈❡❛✉①✳
▲✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ Vao ❡/% ♦❜%❡♥✉❡ > ♣❛&%✐& ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✶✵ ❡% ❡❧❧❡ ❡/% ❞♦♥♥1❡ ❝♦♠♠❡
❊◆■❚✲▲●8 ✷✵✶✻ ✽✼
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
/✉✐% ✿
Vao =
N−1∑
i=1
Vki . ✭✷✳✸✾✮
◆♦✉) ♣+,❝✐)♦♥) 0✉❡ ❞❛♥) ✉♥ ♣+❡♠✐❡+ 5❡♠♣)✱ ♦♥ ❝♦♥)✐❞7+❡ 0✉❡ )❡✉❧❡ ❧❛ ♣+❡♠✐7+❡ )♦✉+❝❡ ❡)5
♣❛+❢❛✐5❡♠❡♥5 ❝♦♥♥✉❡ ❡5 ✈❛✉5 E ❡5 0✉❡ ❧❡) ❛✉5+❡) )♦✉+❝❡) )♦♥5 ❞❡) ❢+❛❝5✐♦♥) ❞❡ ❧❛ ♣+❡♠✐7+❡ ♠❛✐)
❞♦♥5 ♦♥ ♥❡ )♦✉❤❛✐5❡) ♣❛) ✜①❡+ > ♣+✐♦+✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ♣♦✉+ ❧❡ ♠♦♠❡♥5✳
❆✜♥ ❞❡ ❞,✜♥✐+ ❧✬❡①♣+❡))✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ 5❡♥)✐♦♥ ❛✉ )❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡
❝♦♠♠✉5❛5✐♦♥ 0✉❡❧❝♦♥0✉❡✱ ❧❡ )❝❤,♠❛ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉+❡ ✷✳✶✶✱ ♦D ❧✬,0✉❛5✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ ❛♣♣❛+❛✐5 ❡♥
+♦✉❣❡✱ ❡)5 ✉5✐❧✐),❡✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✶ ✕ ❙❝❤$♠❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ +❡♥-✐♦♥ ❛✉ -❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉+❛+✐♦♥ 1 N ♥✐✈❡❛✉①✳
❆✉ )❡✐♥ ❞❡ ❧❛ i 7♠❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞✉ ♣+❡♠✐❡+ ❜+❛)✱ ❧❛ 5❡♥)✐♦♥ ❛✉① ❜♦+♥❡) ❞❡ ❧✬✐♥5❡++✉♣5❡✉+ K ′i ❡)5
♥♦♠♠,❡ Vki ✱ 5❡❧❧❡ 0✉❡ ✿
Vki = E(ki − ki+1)αi. ✭✷✳✹✵✮
✽✽ ❊◆■❚✲▲●P ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
❈♦♥/✐❞1&♦♥/ αi1bras ✱ ❧❡/ &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ❞1❞✐1/ ; ✉♥ /❡✉❧ ❜&❛/ ❡% i ∈ {1, ..., (N − 1)}✳
αi1bras =


α1
α2
✳
✳
✳
αi
✳
✳
✳
αN−1


. ✭✷✳✹✶✮
❉♦♥❝✱ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ✭✷✳✸✾✮ ❞❡✈✐❡♥% ✿
Vao =
N−1∑
i
E(ki − ki+1)αi1bras = ESαi1bras , ✭✷✳✹✷✮
♦G S =
[
k1 − k2 . . . kj−1 − kj . . . kN−1 − kN
]
✱ ❛✈❡❝ ❞❛♥/ ❝❡%%❡ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ kN = 0✳ S ❡/%
✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ (N − 1)✳
▼♦❞#❧❡ ❣'♥')✐+✉❡ ♠❡..❛♥. ❡♥ 0✉✈)❡ ❧❡2 ✐♥2.❛♥.2 ❞❡ ❝♦♠♠✉.❛.✐♦♥
▲❡ ♠♦❞-❧❡ ♣&1❝1❞❡♥% ❛♣♣❧✐3✉1 ; ❞❡/ &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ♥✬❡/% ♣❛/ /❛%✐/❢❛✐/❛♥% /✐ ❧❛ ❙❱▼ ❡/%
/♦✉❤❛✐%1❡✳ M❛& ❝♦♥/13✉❡♥%✱ ❝❡ ♠♦❞-❧❡ ❡/% 1%❡♥❞✉ ❛✉① /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ %②♣❡ ❙❱▼ ❡♥ ❡①♣&✐♠❛♥%
❧❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ /❡❧♦♥ ❧❡ ♣&✐♥❝✐♣❡ ❞1✜♥✐ ❛✉ ♣❛&❛❣&❛♣❤❡ ✷✳✸✳✶✳✷✳ ❊♥ ♦✉%&❡✱ ♥♦✉/
♠♦♥%&❡&♦♥/ ❝♦♠♠❡♥% ❧❡/ ❞❡✉① /%&❛%1❣✐❡/ /❡&♦♥% ❧✐1❡/✳
❉❡/ ♥♦✉✈❡❧❧❡/ ✈❛&✐❛❜❧❡/ ♥♦♠♠1❡/ τ /♦♥% ❞1✜♥✐❡/✳ ❊❧❧❡/ /♦♥% &❡❧✐1❡/ ; ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠✲
♠✉%❛%✐♦♥ 1❧1♠❡♥%❛✐&❡✳ ❉❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ♦G ❧❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ /♦♥% ✉%✐❧✐/1/✱ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡
/13✉❡♥❝❡/ ❡/% 1❣❛❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❛✉ /❡✐♥ ❞✬✉♥ ❜&❛/✳ M❛& ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉&
✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& ❋❈ ; N ♥✐✈❡❛✉① ✭❛♣♣❡❧1 ❛✉//✐ ; ❝❡❧❧✉❧❡ ✐♠❜&✐3✉1❡/ /1&✐❡✮✱ ✐❧ ❡①✐/%❡ N /13✉❡♥❝❡/
♣♦//✐❜❧❡/✳ ▲❡/ %❡♠♣/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ /♦♥% ❞1✜♥✐/ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉/%&1 ; ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✶✷✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✷ ✕ ❆❧❧✉$❡ ❞❡ ❧❛ (❡♥*✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥( ✉♥❡ ♣.$✐♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉(❛(✐♦♥ Tc✳
❊◆■❚✲▲●M ✷✵✶✻ ✽✾
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
❈♦♥/✐❞1&♦♥/ 3✉❡ ❧❡/ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡/ ❞❡ %❡♠♣/ /♦♥% ✿

ts1 = t1 − 0
ts2 = t2 − t1
✳
✳
✳
tsN = tN − tN−1
. ✭✷✳✹✸✮
▲❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ♣♦✉& ❝❤❛3✉❡ ❜&❛/ /♦♥% ❡①♣&✐♠1/ ❝♦♠♠❡ /✉✐% ✿
τj1bras =


τ1
τ2
τ3
✳
✳
✳
τN

 =


ts1
Tc
ts2
Tc
ts3
Tc
✳
✳
✳
tsN
Tc

 , ✭✷✳✹✹✮
❛✈❡❝ τj1bras /♦♥% ❧❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ♣♦✉& ❧❡/ N /13✉❡♥❝❡/ ❞1❞✐1/ A ✉♥ /❡✉❧ ❜&❛/
❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✳
❆ ♣❛&%✐& ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✶✷✱ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❜&❛/ Vao ❡/% ❞1✜♥✐❡ %❡❧❧❡
3✉❡ ✿
Vao =
1
Tc
[∫ t1
0
k1Edt+
∫ t2
t1
k2Edt+ ...+
∫ tN
tN−1
kNEdt
]
. ✭✷✳✹✺✮
❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐-&❡ ♣❧✉/ /✐♠♣❧❡ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ✭✷✳✹✺✮ ❞❡✈✐❡♥% ✿
Vao = k1Eτ1 + k2Eτ2 + ...+ kNEτN . ✭✷✳✹✻✮
❙♦✉/ ❢♦&♠❡ ♠❛%&✐❝✐❡❧❧❡✱ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ✭✷✳✹✻✮ ♣❡✉% M%&❡ 1❝&✐%❡ /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
Vao = E
[
k1 k2 . . . kN
]
τj1bras = EJτj1bras, ✭✷✳✹✼✮
♦O τj1bras =
[
τ1 τ2 . . . τN
]T
❡% J =
[
k1 k2 . . . kN
]
❞❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥/ N ✳
✷✳✸✳✷✳✷ ❊①%❡♥(✐♦♥ + ✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉/ %/✐♣❤❛(3
▲✬❡①%❡♥/✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞-❧❡✱ ❞1❝&✐% ❞❛♥/ ❧✬13✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✹✷✮✱ A ✉♥ /②/%-♠❡ %&✐♣❤❛/1 ♣❡&♠❡% ❞❡
%&♦✉✈❡& ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ Vlo ❝♦♠♠❡ /✉✐% ✿
Vlo =

 VaoVbo
Vco

 = E

 S 0 . . . 0 0 . . . 00 . . . 0 S 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0 S

αi3bras , ✭✷✳✹✽✮
❛✈❡❝ αi3bras /♦♥% ❧❡/ &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ❞1❞✐1/ ❛✉① %&♦✐/ ❜&❛/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❡% i3bras ∈ {1, ..., 3(N −
1)}✳
✾✵ ❊◆■❚✲▲●Y ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐& /✐♠♣❧✐✜❡& ❝❡%%❡ ❡①♣&❡//✐♦♥✱ ♥♦✉/ ❢❡&♦♥/ ❛♣♣❡❧ ❛✉ ♣&♦❞✉✐% ❞❡ ❑&♦♥❡❝❦❡& ❛♣♣❡❧1
❛✉//✐ ✧♣&♦❞✉✐% %❡♥/♦&✐❡❧✧✳ ■❧ /❡ ♥♦%❡ ❛✈❡❝ ❧❡ /②♠❜♦❧❡ ✧⊗✧✱ ✈♦✐& ❆♥♥❡①❡ ❇✳
❉♦♥❝✱ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ✭✷✳✹✽✮ ❡/% /✐♠♣❧✐✜1❡ ❡% ♣❡✉% K%&❡ 1❝&✐%❡ /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
Vlo = E(I3 ⊗ S)αi3bras , ✭✷✳✹✾✮
❛✈❡❝ I3 ❡/% ✉♥❡ ♠❛%&✐❝❡ ✐❞❡♥%✐%1 ❞❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥/ 3✱ αi3bras &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❡/ %&♦✐/ ❜&❛/
❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✳
❘❛♣♣❡❧♦♥/ ❧❡/ 13✉❛%✐♦♥/ ❢♦&♠✉❧1❡/ ❞❛♥/ ❧❛ /❡❝%✐♦♥ ✷✳✷✱ ♣❡&♠❡%%❛♥% ❞✬❡①♣&✐♠❡& Vln ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐-&❡ /✉✐✈❛♥%❡ ✿
Vln =
1
3

 2 −1 −1−1 2 −1
−1 −1 2

Vlo = 1
3
MVlo. ✭✷✳✺✵✮
❈♦♠♠❡ ❧❡ &❛♥❣ ❞❡ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ M ❡/% ✐♥❢1&✐❡✉& ❛✉ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡/ ❡% 3✉❡ ❧❛ ❝❤❛&❣❡ ❡/%
❝♦♥/✐❞1&1❡ 13✉✐❧✐❜&1❡✱ ❞❛♥/ ❝❡ ❝❛/ ❧❡ /②/%-♠❡ ❞✬13✉❛%✐♦♥/ ❞1✜♥✐❡ ❞❛♥/ ✭✷✳✺✵✮ ♣❡✉% K%&❡ &1❞✉✐%
❝♦♠♠❡ /✉✐% ✿
V ′ln =
1
3
[
2 −1 −1
−1 2 −1
]
Vlo =
1
3
FVlo, ✭✷✳✺✶✮
❛✈❡❝ F =
[
2 −1 −1
−1 2 −1
]
✳
❊♥ &❡♠♣❧❛S❛♥% ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡ Vlo ❞1✜♥✐❡ ♣❛& ✭✷✳✹✽✮ ❞❛♥/ ✭✷✳✺✵✮✱ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛&❣❡ &1❞✉✐%❡
/✬1❝&✐% ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞✬✉♥ ♠♦❞-❧❡ &1❞✉✐% ❝♦♠♠❡ /✉✐% ✿
V ′ln =
E
3
F (I3 ⊗ S)αi3bras . ✭✷✳✺✷✮
❘❛♣♣❡❧♦♥/ 3✉❡ F ❡/% ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ &1❞✉✐%❡ ❞❡ M ✳ ❊♥ &❛✐/♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣&♦♣&✐1%1 ♣❛&%✐❝✉❧✐-&❡ ❞✉ ♣&♦❞✉✐%
❞❡ ❑&♦♥❡❝❦❡& ❬✼✾❪ ❡% ❬✽✵❪ %❡❧❧❡ 3✉❡ ✿
(A⊗ C)(B ⊗D) = AB ⊗ CD, ✭✷✳✺✸✮
❡% ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ♣❛&%✐❝✉❧✐❡& ♦X C = 1✱ ❬✽✶❪✱ ❛❧♦&/ ✿
(A)(B ⊗D) = AB ⊗D. ✭✷✳✺✹✮
❊♥ ❛♣♣❧✐3✉❛♥% ❝❡%%❡ ♣&♦♣&✐1%1 ❞❛♥/ ✭✷✳✺✷✮ ❡% ❡♥ ❞1✜♥✐//❛♥% ❧❡ ♣❛&❛♠-%&❡ kE %❡❧ 3✉❡✱ kE =
E
3
✱
❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❣1♥1&❛❧✐/1❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛&❣❡ &1❞✉✐%❡ ♣♦✉& ✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛/1 Y ❝❡❧❧✉❧❡/
✐♠❜&✐3✉1❡/ Y N ♥✐✈❡❛✉① /✬1❝&✐% /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
V ′ln = kE(F ⊗ S)αi3bras . ✭✷✳✺✺✮
❊◆■❚✲▲●_ ✷✵✶✻ ✾✶
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
❊①"❡♥%✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞+❧❡ ❣.♥./✐0✉❡ ♠❡""❛♥" ❡♥ 2✉✈/❡ ❧❡% ✐♥%"❛♥"% ❞❡ ❝♦♠♠✉"❛"✐♦♥
▲❛ ❣1♥1&❛❧✐/❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬13✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✹✼✮ /✉& ❧❡/ %&♦✐/ ❜&❛/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ♣❡✉% /✬❡①♣&✐♠❡& ❝♦♠♠❡
/✉✐% ✿
Vlo =

 VaoVbo
Vco

 = E

 J 0 . . . 0 0 . . . 00 . . . 0 J 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0 J

 τj3bras . ✭✷✳✺✻✮
❊% ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐-&❡ ♣❧✉/ /✐♠♣❧❡ ✿
Vlo = E(I3 ⊗ J)τj3bras , ✭✷✳✺✼✮
❛✈❡❝ τj3bras =
[
τ1 τ2 . . . τ3N
]T
❞❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ 3N ❞1❞✐1/ ❛✉① %&♦✐/ ❜&❛/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❡% J ❡/% ❞❡
❞✐♠❡♥/✐♦♥ N ✳
❆ ♣❛&%✐& ❞❡ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ 3✉✐ ❧✐❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ V ′ln F Vlo ❞1❝&✐%❡ ❞❛♥/ ✿
V ′ln =
1
3
[
2 −1 −1
−1 2 −1
]
Vlo =
1
3
FVlo, ✭✷✳✺✽✮
♥♦✉/ ♣♦✉✈♦♥/ ❞1❞✉✐&❡ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❧✐❣♥❡ &1❞✉✐%❡ 3✉✐ /✬1❝&✐% /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
V ′ln = kE(F ⊗ J)τj3bras = kEDττj3bras , ✭✷✳✺✾✮
❘❛♣♣❡❧♦♥/ 3✉❡ J =
[
k1 k2 . . . kN
]
❞❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥/ N ❡% Dτ = (F ⊗J) ❡/% ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ 3✉✐ &❡❧✐❡
❧❡/ %❡♥/✐♦♥/ ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❛✉① ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✳
❇✐❧❛♥ ❞❡ ❧❛ '❡❝)✐♦♥
❉❛♥/ ❝❡%%❡ /❡❝%✐♦♥✱ ✉♥ ❞1✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% ❞✬✉♥ ♠♦❞-❧❡ ❣1♥1&✐3✉❡ ❛ 1%1 ❢❛✐% ❡% ❛♣♣❧✐3✉1 ❛✉① ❛&❝❤✐✲
%❡❝%✉&❡/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&/ ♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉① F ❝❡❧❧✉❧❡/ 1❧1♠❡♥%❛✐&❡/ ✐♠❜&✐3✉1❡/✱ ❛✐♥/✐ 3✉❡ ❧❡✉&/ ♣&✐♥❝✐♣❡/
❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥%✳
▲✬❡①%❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞-❧❡ F ✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛/1 ❡/% &1❛❧✐/1❡ ❣&N❝❡ F ❧✬✉%✐❧✐/❛%✐♦♥ ❞✉ ♣&♦❞✉✐%
❞❡ ❑&♦♥❡❝❦❡& ❛✐♥/✐ 3✉❡ /❡/ ♣&♦♣&✐1%1/✳ ■❧ ❛ 1%1 ❞1♠♦♥%&1 ♣❛& ❝❡ ❞1✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% 3✉❡ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡
F ✱ ❞1✜♥✐❡ ♣&1❝1❞❡♠♠❡♥% ❞❛♥/ ❧✬1%✉❞❡ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛/1 ❝❧❛//✐3✉❡ F ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉①✱ ❡/% ❧✐1❡
F ❧❛ /%&✉❝%✉&❡ %&✐♣❤❛/1❡ ❡% &1❛♣♣❛&❛✐% ❞❛♥/ ❧✬1%✉❞❡ ❞❡/ ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡/ ♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉①✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥% 3✉❡❧3✉❡ /♦✐% ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❡% ❧✬❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡ ✐♠❜&✐3✉1❡ ✉%✐❧✐/1❡✱
♦♥ &❡%&♦✉✈❡ %♦✉❥♦✉&/ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ F ❛//♦❝✐1❡✱ ❣&N❝❡ ❛✉ ♣&♦❞✉✐% ❞❡ ❑&♦♥❡❝❦❡&✱ F ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❛♣♣❡❧1
S ✭❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞✬✉♥❡ ▼▲■ ❞❡ %②♣❡ ❝♦♠♣❛&❛✐/♦♥ %&✐❛♥❣❧❡ ♠♦❞✉❧❛♥%❡✮✱ 3✉✐ ❝♦♥%✐❡♥% ❧❡/ ✈❛❧❡✉&/ ❞❡
❝❤❛3✉❡ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡/ ❝❡❧❧✉❧❡/ ✐♠❜&✐3✉1❡/✱ ❡% F ✉♥ ✈❡❝%❡✉& J ✭❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞✬✉♥❡ ❙❱▼✮✳
▲❛ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❝❡%%❡ ♠❛%&✐❝❡ ❡/% ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ✉%✐❧✐/1✳
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▼♦❞8❧❡ ❣1♥1*✐:✉❡ ♠❡00❛♥0 ❡♥ <✉✈*❡ ❧❡2 *❛♣♣♦*02 ❝②❝❧✐:✉❡2
8♦✉& ❞1✈❡❧♦♣♣❡& ❧❡/ ♠♦❞-❧❡/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&/ : ❝❡❧❧✉❧❡/ ✐♠❜&✐3✉1❡/ : N ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥/✐♦♥ /✉& ❞❡/
❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡/ &1❡❧❧❡/✱ ✉♥❡ ♣&❡♠✐-&❡ 1%❛♣❡ ❝♦♥/✐/%❡ : ❝♦♥/✐❞1&❡& ✉♥ ❜&❛/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& : ❝❛♣❛❝✐%1/
✢♦%%❛♥%❡/ ✲ ❋❈✱ : N ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥/✐♦♥ 3✉✐ ❡/% ❝♦♠♣♦/1 ❞❡ ✭N − 1✮ ❝❡❧❧✉❧❡/ ✐♠❜&✐3✉1❡/ ❞❡
❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡% ❝❤❛3✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡/% ❧✐1❡ : ✉♥❡ /♦✉&❝❡ ❞❡ %❡♥/✐♦♥ 3✉✐✱ ❡❧❧❡ ♠D♠❡✱ ❡/% ✉♥❡ ❢&❛❝%✐♦♥ ❞❡
❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞✉ ❜✉/ ❝♦♥%✐♥✉✱ ✜❣✉&❡ ✷✳✶✸✳ ▲❡/ /♦✉&❝❡/ ❞❡ %❡♥/✐♦♥/ ❞❡ ❝❤❛3✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡/ /♦♥% ❝♦♥/✐❞1&1❡/
❝♦♠♠❡ ❞❡/ ❝❛♣❛❝✐%1/✳ ▲❛ ❞✐✛1&❡♥❝❡ ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❡♥%&❡ ❞❡✉① ❝❛♣❛❝✐%1/ /✉❝❝❡//✐✈❡/ ❡/% %♦✉❥♦✉&/ 1❣❛❧❡
:
E
N−1 ✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✸ ✕ ❇"❛$ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉" ❋❈ . N ♥✐✈❡❛✉①✳
▲❛ %❡♥/✐♦♥ ❛✉① ❜♦&♥❡/ ❞❡ ❝❤❛3✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡/% ❝❛❧❝✉❧1❡ ❞❡ ❧❛ ♠D♠❡ ♠❛♥✐-&❡
3✉❡ ❞❛♥/ ❧❛ /❡❝%✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✶✳
❊✛❡❝%✐✈❡♠❡♥%✱ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ Vki ❛✉ /❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡
❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ 3✉❡❧❝♦♥3✉❡ ❡/% ❝❛❧❝✉❧1❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐-&❡ /✉✐✈❛♥%❡ ✿
Vki =
E
N − 1αi1bras , ✭✷✳✻✵✮
♦Q αi1bras ❡/% ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❝♦❧♦♥♥❡✱ ♣♦✉& ✉♥ /❡✉❧ ❜&❛/✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ (N − 1)✳ ▲❛ %❡♥/✐♦♥ ❞✉ ❜&❛/
♣❡✉% D%&❡ 1❝&✐%❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐-&❡ /✉✐✈❛♥%❡ ✿
Vao =
N−1∑
i=1
E
N − 1αi1bras =
E
N − 1SFCαi1bras . ✭✷✳✻✶✮
❊◆■❚✲▲●8 ✷✵✶✻ ✾✸
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
❙❛❝❤❛♥% 3✉❡ SFC =
[
1 . . . 1
]
❡/% ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ (N − 1)✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥%✱ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛/❡ Vlo ♣♦✉& ❧❡/ %&♦✐/ ❜&❛/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❡/% ❞♦♥♥1❡
♣❛& ✿
Vlo =
E
N − 1(I3 ⊗ SFC)αi3bras . ✭✷✳✻✷✮
❘❛♣♣❡❧♦♥/ 3✉❡ αi3bras ❡/% ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❝♦❧♦♥♥❡ ♣♦✉& ❧❡/ %&♦✐/ ❜&❛/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❡% ❡/% ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
/✐♦♥ 3(N − 1)✳
❊♥ &❡♠♣❧❛F❛♥% ❧✬13✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✻✷✮ ❞❛♥/ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ 3✉✐ &❡❧✐❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ &1❞✉✐%❡ V ′ln ❛✈❡❝ ❧❛
%❡♥/✐♦♥ ❞❡/ ❜&❛/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& Vlo ❞1✜♥✐❡ ❞❛♥/ ✭✷✳✺✽✮✱ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ &1❞✉✐%❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❧✐❣♥❡
❛✉① ❜♦&♥❡/ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛&❣❡ ❡/% ❞1✜♥✐❡ ✿
V ′ln =
E
3(N − 1)F (I3 ⊗ SFC)αi3bras . ✭✷✳✻✸✮
●&L❝❡ M ❧❛ ♣&♦♣&✐1%1 ❞✉ ♣&♦❞✉✐% ❞❡ ❑&♦♥❡❝❦❡& ❞1✜♥✐❡ ❞❛♥/ ✭✷✳✺✹✮✱ ❧✬13✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✻✸✮ ❞❡✈✐❡♥% ✿
V ′ln =
E
3(N − 1)(F ⊗ SFC)αi3bras . ✭✷✳✻✹✮
◆♦%♦♥/ 3✉✬✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❞❡ /%&✉❝%✉&❡ ❧✐1 ❛✉① ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡/ ♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %②♣❡ ❋❈ ♣❡✉%✲
T%&❡ ❞1✜♥✐ ❡% kFC ❡/% ❞1✜♥✐ %❡❧ 3✉❡ kFC =
E
3(N−1) ✱ ❞♦♥❝ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛&❣❡ V
′
ln
♣♦✉& ✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& ❋❈ %&✐♣❤❛/1 M N ♥✐✈❡❛✉① /✬1❝&✐% ✿
V ′ln = kFC(F ⊗ SFC)αi3bras = kFCDFCααi3bras , ✭✷✳✻✺✮
❛✈❡❝ DFCα = (F ⊗ SFC)✳ ❙❛❝❤❛♥% 3✉✬✐❧ ❛ 1%1 ❞1♠♦♥%&1 ❞❛♥/ ❬✽✷❪ 3✉❡ ✿
Rang(A⊗ B) = Rang(A) ∗Rg(B). ✭✷✳✻✻✮
❊♥ ♣&❡♥❛♥% ❝♦♠♣%❡ ❞❡ ❝❡%%❡ ♣&♦♣&✐1%1 ❡% ❡♥ ❧✬❛♣♣❧✐3✉❛♥% M ❧✬13✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✻✺✮✱ ❛❧♦&/ ✿
Rang(F ⊗ SFC) = Rang(F ) ∗Rang(SFC) = 2 ∗ 1 = 2. ✭✷✳✻✼✮
◆♦✉/ ❝♦♥/%❛%♦♥/ 3✉❡ 3✉❡❧3✉❡ /♦✐% ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① N ✱ ❧❡ &❛♥❣ ❞❡ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ &❡❧✐❛♥% ❧❛
%❡♥/✐♦♥ V ′ln ❛✉① &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ αi3bras ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞✬✉♥❡ ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡ ❋❈ ❡/% %♦✉❥♦✉&/ 1❣❛❧ M
2✳
■❧ ❡/% ♥♦%❛❜❧❡ 3✉❡ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ F ❛♣♣❛&❛✐% ❞❛♥/ ❝❤❛3✉❡ ♠♦❞-❧❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❡% ♥♦%❛♠♠❡♥% ❞❛♥/
❧❡ ♠♦❞-❧❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& M ❝❛♣❛❝✐%1/ ✢♦%%❛♥%❡/✳ ❆✐♥/✐ ♥♦✉/ ♣♦✉&&♦♥/ &1✉%✐❧✐/❡& ❧❡/ &1/✉❧%❛%/ ♦❜%❡♥✉/
/✉& ✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛/1 ❝❧❛//✐3✉❡ ❛✜♥ ❞❡ %&♦✉✈❡& ❧❡/ ❡♥/❡♠❜❧❡/ ❞❡ /♦❧✉%✐♦♥/ ♣♦✉& ❞✬❛✉%&❡/
❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡/ ♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉①✳
✾✹ ❊◆■❚✲▲●_ ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
▼♦❞#❧❡ ❣'♥')✐+✉❡ ♠❡..❛♥. ❡♥ 0✉✈)❡ ❧❡2 ✐♥2.❛♥.2 ❞❡ ❝♦♠♠✉.❛.✐♦♥ ♣♦✉) ❧✬♦♥❞✉❧❡✉)
6 ❝❛♣❛❝✐.'2 ✢♦..❛♥.❡2
▲❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❞❡/ ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ /♦♥% ❞1✜♥✐/ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉/%&1 /✉& ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✶✹✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✹ ✕ ❆❧❧✉$❡ ❞❡ ❧❛ (❡♥*✐♦♥ Vao ♣❡♥❞❛♥( ✉♥❡ ♣.$✐♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉(❛(✐♦♥ Tc✳
=&1❝✐/♦♥/ 3✉❡ ✿ 

k1 = N − 1
k2 = N − 2
✳
✳
✳
kN−1 = 1
kN = 0
. ✭✷✳✻✽✮
❆ ♣❛&%✐& ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✶✹✱ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❜&❛/ Vao ❡/% ❞1%❡&♠✐♥1❡ ✿
Vao =
1
Tc
[∫ t1
0
k1Edt+
∫ t2
t1
k2Edt+ ...+
∫ tN
tN−1
kNEdt
]
. ✭✷✳✻✾✮
▲❡/ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡/ ❞❡ %❡♠♣/ /♦♥% ❞1✜♥✐/ %❡❧/ 3✉✬✐❧/ /♦♥% ❡①♣&✐♠1/ ❞❛♥/ ❧✬13✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✹✸✮ ❡% ❧❡/
✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ♣♦✉& ❝❤❛3✉❡ ❜&❛/ /♦♥% ❡①♣&✐♠1/ %❡❧/ 3✉✬✐❧/ /♦♥% ❞1✜♥✐/ ❞❛♥/ ✭✷✳✹✹✮✳
❊♥ ✉%✐❧✐/❛♥% ❧❡/ ❡①♣&❡//✐♦♥/ ❞❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡% ❧❡✉&/ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡/✱ ❧✬13✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✻✾✮
❞❡✈✐❡♥% ✿
Vao = k1Eτ1 + k2Eτ2 + · · ·+ kNEτN . ✭✷✳✼✵✮
◗✉✐ ♣❡✉% O%&❡ 1❝&✐%❡ /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
Vao = E
[
k1 k2 . . . kN
]


τ1
τ2
✳
✳
✳
τN

 = EJFCτj1bras , ✭✷✳✼✶✮
❊◆■❚✲▲●= ✷✵✶✻ ✾✺
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
❛✈❡❝ JFC =
[
k1 k2 . . . kN
]
❡% τj1bras = [τ1 τ2 . . . τN ]
T
❞❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥/ N ❞1❞✐1/ 9 ✉♥ /❡✉❧
❜&❛/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✳
❊♥ 1%❡♥❞❛♥% ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ✭✷✳✼✶✮ ❛✉ /②/%-♠❡ %&✐♣❤❛/1✱ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡/ ❜&❛/ Vlo
❡/% ❡①♣&✐♠1❡ ❝♦♠♠❡ /✉✐% ✿
Vlo =

 VaoVbo
Vco

 = E

 JFC 0 . . . 0 0 . . . 00 . . . 0 JFC 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0 JFC

 τj3bras . ✭✷✳✼✷✮
▲✬❡①♣&❡//✐♦♥ ✭✷✳✼✷✮ ♣❡✉% F%&❡ /✐♠♣❧✐✜1❡ ❡♥ ✉%✐❧✐/❛♥% ❧❡ ♣&♦❞✉✐% ❞❡ ❑&♦♥❡❝❦❡& %❡❧❧❡ 3✉❡ ✿
Vlo = E(I3 ⊗ JFC)τj3bras . ✭✷✳✼✸✮
❙❡❧♦♥ ❧✬13✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✺✽✮✱ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ V ′ln ❡/% ❧✐1❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡/ ❜&❛/ Vlo✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ❣1♥1&❛❧✐/❛%✐♦♥
❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛&❣❡ &1❞✉✐%❡ V ′ln ♣♦✉& ❧❡/ %&♦✐/ ❜&❛/ /✉✐✈❛♥% ❧❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✱
τj3bras ✱ ❡/% ♦❜%❡♥✉❡ ❛♣&-/ ❞1✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% ❡% /✐♠♣❧✐✜❝❛%✐♦♥ ❡♥ ✉%✐❧✐/❛♥% ❧❡ ♣&♦❞✉✐% ❞❡ ❑&♦♥❡❝❦❡&
%❡❧❧❡ 3✉❡ ✿
V ′ln =
E
3(N − 1)
(
F ⊗ JFC
)
τj3bras . ✭✷✳✼✹✮
❊♥ /❡ &1❢1&❛♥% 9 ❧✬13✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✻✽✮✱ JFC =
[
(N − 1) (N − 2) . . . 0] ❡/% ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❧✐❣♥❡
❞❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ N ✱ τj3bras ❡/% ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ 3N ✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥/ 3✉❡ ❧❡ ♣❛&❛♠-%&❡
kFC =
E
3(N−1) ✳
❉❛♥/ ❝❡ ❝❛/✱ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡ V ′ln ❞❡✈✐❡♥% ✿
V ′ln = kFC(F ⊗ JFC)τj3bras = kFCDFCτ τj3bras , ✭✷✳✼✺✮
❛✈❡❝ DFCτ ✉♥❡ ♠❛%&✐❝❡ %❡❧❧❡ 3✉❡ DFCτ = (F ⊗ JFC)✳ ❊% ❝♦♠♠❡ ♠❡♥%✐♦♥♥1 ❞❛♥/ ❧✬13✉❛%✐♦♥
✭✷✳✻✻✮✱ ❧❡ &❛♥❣ ❞❡ (F ⊗ JFC) = 2✳
✷✳✸✳✸✳✷ ❖♥❞✉❧❡✉) ❡♥ ♣♦♥, ❡♥ ❍ ✭❍ ❇)✐❞❣❡✮ 3 N ♥✐✈❡❛✉①
▲❛ /%&✉❝%✉&❡ ❞❡ ❜❛/❡✱ ❛♣♣❡❧1❡ ✧T♦♥% ❡♥ ❍✧✱ ❡/% ❝♦♠♣♦/1❡ ❞❡ ❞❡✉① ❜&❛/ &❡❧✐1/ ❡♥%&❡ ❡✉①
♣❛& ✉♥❡ /%&✉❝%✉&❡ ❡♥ ♣♦♥%✱ ❝♦♥%❡♥❛♥% ❝❤❛❝✉♥ ❞❡✉① ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ ❜✐❞✐&❡❝%✐♦♥♥❡❧/ ❡♥ ❝♦✉&❛♥%✳ ▲❡
♣&✐♥❝✐♣❡ ❛//❡③ ♥❛%✉&❡❧ ❝♦♥/✐/%❡ 9 ❝♦♥♥❡❝%❡& ❡♥ /1&✐❡ ❞❡/ ♣♦♥%/ ❡♥ ❍✳
▲❡/ /♦&%✐❡/ ❞❡/ ♦♥❞✉❧❡✉&/ ❡♥ ♣♦♥% /♦♥% ❝♦♥♥❡❝%1❡/ ❡♥ /1&✐❡ ❞❡ %❡❧❧❡ /♦&%❡ 3✉❡ ❧✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛
%❡♥/✐♦♥ /②♥%❤1%✐/1❡ /♦✐% ❧❛ /♦♠♠❡ ❞❡/ %❡♥/✐♦♥/ ❞❡ /♦&%✐❡✳ ▲✬✉%✐❧✐/❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡/ ❞❡ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥
❞❡ ♣✉✐//❛♥❝❡ ❡♥ /1&✐❡ ♣❡&♠❡% ❞✬❛❝❝&♦W%&❡ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❡% ❞❡ ❧❛ ♣✉✐//❛♥❝❡ ❞✉
❝♦♥✈❡&%✐//❡✉&✳
▲❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✶✺ ♣&1/❡♥%❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠✐/❡ ❡♥ /1&✐❡ ❞❡ ♣♦♥%/ ❡♥ ❍ ♣♦✉& &1❛❧✐/❡& ✉♥❡ %♦♣♦❧♦❣✐❡
♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉① ♣♦✉& ✉♥ /❡✉❧ ❜&❛/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✳ ❈❡ %②♣❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡&/✐♦♥ ♥1❝❡//✐%❡ ❞❡/ /♦✉&❝❡/ 3✉✐ /♦♥%
❣❛❧✈❛♥✐3✉❡♠❡♥% ✐/♦❧1❡/ ❧❡/ ✉♥❡/ ❞❡/ ❛✉%&❡/✳ ❊♥ ♣&❛%✐3✉❡✱ ❝❡%%❡ ♦❜❧✐❣❛%✐♦♥ ❝♦♠♣❧✐3✉❡ ❢♦&%❡♠❡♥%
❝❡%%❡ /%&✉❝%✉&❡✱ ❝❛& ❝❤❛3✉❡ /♦✉&❝❡ ❞♦✐% F%&❡ ✐/♦❧1❡ ♣❛& ✉♥ %&❛♥/❢♦&♠❛%❡✉&✳ ▲❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉①
✾✻ ❊◆■❚✲▲●T ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✺ ✕ ❇"❛$ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉" ❍ - N ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ 1❡♥$✐♦♥✳
N ❡/% &1❛❧✐/1 ♣❛& p ♣♦♥%/ ❡♥ ❍✱ ♦: ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① N ❡/% %❡❧ 3✉❡ ✿ N = 2p+1✳ ❉♦♥❝ ❞❛♥/
❧❡ ❝❛/ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& ❍✲❇&✐❞❣❡ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① N ❡/% %♦✉❥♦✉&/ ✐♠♣❛✐&✳ D❛& ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥/
❧❡ ❝❛/ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& ❝❛/❝❛❞1 E 11 ♥✐✈❡❛✉① ✭3✉✐ ❝♦♥%✐❡♥% 5 ♣♦♥%/ ❡♥ ❍✮✱ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛/❡ ❡/%
❧❛ /♦♠♠❡ ❞❡/ ❝✐♥3 %❡♥/✐♦♥/ ❞❡ ✺ /♦✉&❝❡/ ❉❈ ✐♥❞1♣❡♥❞❛♥%❡/✳
▼♦❞#❧❡ ❣'♥')✐+✉❡ ♠❡..❛♥. ❡♥ 0✉✈)❡ ❧❡2 ✐♥2.❛♥.2 ❞❡ ❝♦♠♠✉.❛.✐♦♥
▲✬❛❧❧✉&❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❜&❛/ ❞✉&❛♥% ✉♥❡ ♣1&✐♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡/% ✐❧❧✉/%&1❡ /✉& ❧❛ ✜❣✉&❡
✷✳✶✻ ✿
❆ ♣❛&%✐& ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✶✻✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ Vao ❡/% ❞♦♥♥1❡ ❝♦♠♠❡ /✉✐% ✿
Vao =
1
Tc
[∫ t1
0
kpEdt+ · · ·+ 0− · · · −
∫ tN
tN−1
kpEdt
]
. ✭✷✳✼✻✮
❛✈❡❝ kp =
N−1
2
❡% ❧❡/ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡/ ❞❡ %❡♠♣/ /♦♥% ✿

ts1 = t1 − 0
ts2 = t2 − t1
✳
✳
✳
tsN = tN − tN−1
. ✭✷✳✼✼✮
❊◆■❚✲▲●D ✷✵✶✻ ✾✼
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✻ ✕ ❇"❛$ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉" ❍ - N ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ 1❡♥$✐♦♥✳
▲❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛3✉❡ ❜&❛/ /♦♥% ❞♦♥♥1/✱ τj1bras =
[
τ1 τ2 . . . τN
]T
✱ ❛✈❡❝ ✿

τ1 =
ts1
Tc
τ2 =
ts2
Tc
✳
✳
✳
τN =
tsN
Tc
. ✭✷✳✼✽✮
❊♥ ♣&❡♥❛♥% ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❧❡/ ❡①♣&❡//✐♦♥/ ✭✷✳✼✽✮ ❡% ✭✷✳✼✼✮✱ ❧✬13✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✼✻✮ ❞❡✈✐❡♥% ✿
Vao = kpEτ1 + · · ·+ 0− · · · − kpEτN = EJHτj1bras , ✭✷✳✼✾✮
♦F JH =
[
N−1
2
N−3
2
. . . 0 . . . −N+3
2
−N+1
2
]
✱ 3✉✐ ❡/% ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ N ✭N
❡/% %♦✉❥♦✉&/ ✐♠♣❛✐&✮✱ τj1bras ❡/% ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ N ❞1❞✐1 ♣♦✉& ✉♥ /❡✉❧ ❜&❛/
❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✳
▲✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❣1♥1&❛❧✐/1❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛&❣❡ ♣♦✉& ✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& ❍✲❇&✐❞❣❡ K N ♥✐✈❡❛✉①
❡/% ❝♦♠♠❡ /✉✐% ✿
Vlo =

 VaoVbo
Vco

 = E

 JH 0 . . . 0 0 . . . 00 . . . 0 JH 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0 JH

 τj3bras . ✭✷✳✽✵✮
❘❛♣♣❡❧♦♥/ 3✉❡ τj3bras ❡/% ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ 3N ❞1❞✐1 ♣♦✉& ❧❡/ %&♦✐/ ❜&❛/ ❞✬♦♥❞✉✲
❧❡✉&✳
▲✬❡①♣&❡//✐♦♥ ✭✷✳✽✵✮ ♣❡✉% N%&❡ /✐♠♣❧✐✜1❡✱ ❡♥ ✉%✐❧✐/❛♥% ❧❡/ ♣&♦♣&✐1%1/ ❞✉ ♣&♦❞✉✐% ❞❡ ❑&♦♥❡❝❦❡&✱
%❡❧❧❡ 3✉❡ ✿
Vlo = E(I3 ⊗ JH)τj3bras . ✭✷✳✽✶✮
✾✽ ❊◆■❚✲▲●W ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
▲❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛&❣❡ &1❞✉✐%❡ ♣❡✉% :%&❡ 1❝&✐%❡ ❝♦♠♠❡ /✉✐% ✿
V ′ln =
E
3
F (I3 ⊗ JH)τj3bras = kH(F ⊗ JH)τj3bras = kHDHτ τj3bras . ✭✷✳✽✷✮
❛✈❡❝ kH =
E
3
❡% DHτ = (F ⊗ JH)✳
▼♦❞#❧❡ ❣'♥')✐+✉❡ ♠❡..❛♥. ❡♥ 0✉✈)❡ ❧❡2 )❛♣♣♦).2 ❝②❝❧✐+✉❡2
❙❛❝❤❛♥% 3✉✬✐❧ ❡①✐/%❡ ✉♥❡ &❡❧❛%✐♦♥ ❧✐❛♥% ❧❡/ &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ❛✉① ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥
%❡❧ 3✉✬✐❧ ❡/% ❞1✜♥✐ ❞❛♥/ ❧❛ /❡❝%✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳✷✱ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ &1❞✉✐%❡ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡/
&❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ❡/% ✐❧❧✉/%&1❡ ❞❛♥/ ❧✬13✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✽✸✮ ✿
V ′ln = kH(F ⊗ SH)αi3bras = kHDHααi3bras . ✭✷✳✽✸✮
SH =
[
1 −1 . . . 1 −1] ❡/% ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ (N−1) ❡% αi3bras ❡/% ✉♥ ✈❡❝%❡✉&
❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥ 3(N − 1)✱ kH = E3 ❡% DHα ❡/% ✉♥❡ ♠❛%&✐❝❡ %❡❧❧❡ 3✉❡ DHα = (F ⊗ SH) 3✉✐
❡/% ❞❡ &❛♥❣ ✷ ❡♥ /❡ &1❢1&❡♥H❛♥% I ❧✬13✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✻✻✮✳
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❈❡ ♠♦❞-❧❡ /✬1❝&✐% /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ V ′ln = kE(F ⊗ S) ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞✬✉♥❡ ▼▲■ /✐♥✉/ ♦✉ V ′ln =
kE(F ⊗ J) ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞❡ ❧❛ ❙❱▼✳
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,❡❝,✉'❡+ ♣✐❧♦,%❡+ ♣❛' ❧❡+ ✐♥+,❛♥,+ ❞❡ ❝♦♠♠✉,❛,✐♦♥
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
ts1 = t1 − 0
ts2 = t2 − t1
ts3 = t3 − t2
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♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡%%❡ %❡♥/✐♦♥ ❡/% /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
Vao =
1
Tc
∫ Tc
0
Vao(t)dt =
1
Tc
[∫ t1
0
E
2
dt+
∫ t2
t1
0dt+
∫ t3
t2
−E
2
dt
]
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❊♥ ♣&❡♥❛♥% ❡♥ ❝♦♠♣%❡ 3✉❡ ✿
τj1bras =


τ1 =
ts1
Tc
τ2 =
ts2
Tc
τ3 =
ts3
Tc
. ✭✷✳✽✻✮
❋✐♥❛❧❡♠❡♥% ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ Vao ♣❡✉% I%&❡ 1❝&✐%❡ ❝♦♠♠❡ /✉✐% ✿
Vao =
E
2
τ1 + 0τ2 − E
2
τ3. ✭✷✳✽✼✮
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Vao =
E
2
[
1 0 −1]

τ1τ2
τ3

 . ✭✷✳✽✽✮
❊♥ ❢❛✐/❛♥% ❧❛ ❣1♥1&❛❧✐/❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬1%✉❞❡ ♣♦✉& ❧❡/ %&♦✐/ ❜&❛/ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉&✱ ❧❡/ %❡♥/✐♦♥/ ❞❡ ❜&❛/
/✬1❝&✐✈❡♥% ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐-&❡ /✉✐✈❛♥%❡ ✿
Vlo =
E
2

1 0 −1 0 0 0 0 0 00 0 0 1 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 −1

 τj3bras , ✭✷✳✽✾✮
❛✈❡❝ τj3bras =
[
τa1 τ
a
2 τ
a
3 τ
b
4 τ
b
5 τ
b
6 τ
c
7 τ
c
8 τ
c
9
]T
.[
τa1 τ
a
2 τ
a
3
]T
❝♦&&❡/♣♦♥❞❡♥% ❛✉① ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❛♣♣❧✐3✉1/ ❛✉ ❜&❛/ a✳[
τ b4 τ
b
5 τ
b
6
]T
❝♦&&❡/♣♦♥❞❡♥% ❛✉① ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❛♣♣❧✐3✉1/ ❛✉ ❜&❛/ b✳[
τ c7 τ
c
8 τ
c
9
]T
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Vlo =
E
2
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Vln =
E
6

 2 0 −2 −1 0 1 −1 0 1−1 0 1 2 0 −2 −1 0 1
−1 0 1 −1 0 1 2 0 −2

 τj3bras = E6 DNPCτ τj3bras , ✭✷✳✾✶✮
♦< DNPCτ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ 3✉✐ &❡❧✐% ❧❡/ %❡♥/✐♦♥/ ❞❡ ❝❤❛&❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡/%
❞1✜♥✐❡ %❡❧❧❡ 3✉❡ ✿
DNPCτ =

 2 0 −2 −1 0 1 −1 0 1−1 0 1 2 0 −2 −1 0 1
−1 0 1 −1 0 1 2 0 −2

 . ✭✷✳✾✷✮
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✭✷✳✾✶✮ ♣❡✉% H%&❡ 1❝&✐%❡ ✿
V ′ln =
E
6
[
2 −1 −1
−1 2 −1
]
⊗ [1 0 −1] τj3bras . ✭✷✳✾✸✮
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V ′ln = kNPC(F ⊗ JNPC)τj3bras = kNPCD′NPCτ τj3bras , ✭✷✳✾✹✮
❛✈❡❝ kNPC =
E
6
✱ JNPC =
[
1 0 −1] ❡% F = [ 2 −1 −1−1 2 −1
]
✳ D′NPCτ ❡/% ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ &❡❧✐❛♥% ❧❡/
%❡♥/✐♦♥/ &1❞✉✐%❡/ ❛✉① ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ❡/% ❞1✜♥✐❡ %❡❧❧❡ 3✉❡ ✿
D′NPCτ =
[
2 0 −2 −1 0 1 −1 0 1
−1 0 1 2 0 −2 −1 0 1
]
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kNPCD
′
NPCτ
τj3bras ✳
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❆ ♣❛&%✐& ❞✉ ♣&❡♠✐❡& ♠♦❞-❧❡ 1%❛❜❧✐✱ 13✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✾✹✮✱ ♥♦✉/ ♣♦✉✈♦♥/ ♠♦♥%&❡& ❧❡ ❧✐❡♥ 3✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉% ❢♦&♠✉❧❡& ❡♥%&❡ ❧❡/ &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ❡% ❧❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✳
❆ ♣❛&%✐& ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✶✽✱ ♦♥ ❞1%❡&♠✐♥❡ ❧❡ &❛♣♣♦&% ❝②❝❧✐3✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣&❡♠✐-&❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ♥♦%1✱ αa1✱ ❡%
3✉✐ ❝♦&&❡/♣♦♥❞ ❛✉① ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ K1 ❡% K
′
1✱ ❛✐♥/✐ 3✉❡ ❧❡ &❛♣♣♦&% ❝②❝❧✐3✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐-♠❡ ❝❡❧❧✉❧❡
♥♦%1✱ αa2 ❡% 3✉✐ ❝♦&&❡/♣♦♥❞ ❛✉① ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&/ K2 ❡% K
′
2✳ ❈❡/ ❞❡✉① &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ❝♦♥❝❡&♥❡♥%
❧❡ ❜&❛/ a✳ ❯♥❡ ❞1♠❛&❝❤❡ /✐♠✐❧❛✐&❡ ❛✉&❛✐% ♣✉ H%&❡ ♠❡♥1❡ ♣♦✉& ❧❡/ ❛✉%&❡/ ❜&❛/ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉&✳
αa1 =
ts1
Tc
= τ1. ✭✷✳✾✻✮
αa2 =
ts1
Tc
+
ts2
Tc
= τ1 + τ2. ✭✷✳✾✼✮
✶✵✷ ❊◆■❚✲▲●P ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
◗✉✐ ♣❡✉% 9%&❡ 1❝&✐%❡ /♦✉/ ❢♦&♠❡ ♠❛%&✐❝✐❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ /✉✐% ✿
αi1bras =
[
αa1
αa2
]
=
[
1 0 0
1 1 0
]τ1τ2
τ3

 . ✭✷✳✾✽✮
▲✬❡①%❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❧✬13✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✾✽✮ ❛✉① %&♦✐/ ❜&❛/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& /✬1❝&✐% ❝♦♠♠❡ /✉✐% ✿
αi3bras =


1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0


τj3bras . ✭✷✳✾✾✮
❊♥ ❞1✜♥✐//❛♥% ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ BNPC ✱ ✉♥❡ ❢♦&♠❡ ❝♦♥❞❡♥/1❡ ♣❡✉%✲9%&❡ ❞♦♥♥1❡ ✿
αi3bras = BNPCτj3bras , ✭✷✳✶✵✵✮
❛✈❡❝ αi3bras =
[
αa1 α
a
2 α
b
3 α
b
4 α
c
5 α
c
6
]T
.[
αa1 α
a
2
]T
❝♦&&❡/♣♦♥❞❡♥% ❛✉① &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ❛♣♣❧✐3✉1/ ❛✉ ❜&❛/ a✳[
αb3 α
b
4
]T
❝♦&&❡/♣♦♥❞❡♥% ❛✉① &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ❛♣♣❧✐3✉1/ ❛✉ ❜&❛/ b✳[
αc5 α
c
6
]T
❝♦&&❡/♣♦♥❞❡♥% ❛✉① &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ❛♣♣❧✐3✉1/ ❛✉ ❜&❛/ c✳
BNPC =


1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0


. ✭✷✳✶✵✶✮
✷✳✸✳✹✳✷ ❈❛& ❞✉ ❝♦♥✈❡./✐&&❡✉. ♠♦❞✉❧❛✐.❡ ♠✉❧/✐♥✐✈❡❛✉① 4 /.♦✐& ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ /❡♥&✐♦♥
❉❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& ▼▼❈ ✭▼♦❞✉❧❛& ▼✉❧%✐❧❡✈❡❧ ❈♦♥✈❡&%❡&✮ M %&♦✐/ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥/✐♦♥✱
❝❤❛3✉❡ ❜&❛/ ❝♦♥%✐❡♥% 2(N − 1) ❝❡❧❧✉❧❡/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❞♦♥❝ ❞❛♥/ ♥♦%&❡ ❝❛/ ✹ ❝❡❧❧✉❧❡/ ✿ K1
K ′1 ✱K2 K
′
2✱ K3 K
′
3 ❡% K4 K
′
4 ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉/%&1 /✉& ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✶✾✳ ❈❤❛3✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✭❝♦♠♣♦/1❡ ❞✬✉♥
❝♦♥❞❡♥/❛%❡✉& ❡% ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❜✐❞✐&❡❝%✐♦♥♥❡❧❧❡✮ ♣❡&♠❡% ❞✬✐♠♣♦/❡& ❡♥%&❡ /❡/ ❞❡✉①
♣♦✐♥%/ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ✉♥❡ %❡♥/✐♦♥✱ /♦✐% ♥✉❧❧❡✱ /♦✐% 1❣❛❧❡ M ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ /♦♥ ❝♦♥❞❡♥/❛%❡✉& ✭✐❝✐
E
2
✮✳
❈❡ %②♣❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❡/% ♣❛&%✐❝✉❧✐❡&✳ ■❧ ❡/% ❛✉//✐ ❝❛&❛❝%1&✐/1 ♣❛& %&♦✐/ 1%❛%/ ♣♦//✐❜❧❡/ 3✉✐ ♣❡&✲
♠❡%%❡♥% ❞❡ %&♦✉✈❡& ❧❡/ %&♦✐/ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ /♦&%✐❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ✭%❛❜❧❡❛✉ ✶✳✺✮✳
▲✬❛❧❧✉&❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ /♦&%✐❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ▼▼❈ ❡/% ✐❧❧✉/%&1❡✱ ✜❣✉&❡ ✷✳✷✵✳ ❉1✜♥✐//♦♥/
1❣❛❧❡♠❡♥% ❧❡/ ✐♥/%❛♥%/ t1✱ t2 ❡% t3 ❝♦♠♠❡ 1%❛♥% ❧❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ♣❛//❛❣❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ Vao ❞✬✉♥
♥✐✈❡❛✉ M ✉♥ ❛✉%&❡✳
❊◆■❚✲▲●T ✷✵✶✻ ✶✵✸
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✾ ✕ ❇"❛$ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉" ▼▼❈ . /"♦✐$ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ /❡♥$✐♦♥✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✵ ✕ ❆❧❧✉"❡ ❞❡ ❧❛ /❡♥$✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜"❛$ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉" ▼▼❈ ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ ❧✬8/❛/ ❞❡$ ✐♥/❡"✲
"✉♣/❡✉"$✳
8♦✉& ❝❤❛3✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ %❡♥/✐♦♥✱ ❧❡/ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡/ ❞❡ %❡♠♣/ /♦♥% ❞1✜♥✐/ ❝♦♠♠❡ /✉✐% ✿

ts1 = t1 − 0
ts2 = t2 − t1
ts3 = t3 − t2
. ✭✷✳✶✵✷✮
✶✵✹ ❊◆■❚✲▲●8 ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
❆ ♣❛&%✐& ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✷✵✱ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❜&❛/ ❡/% ❡①♣&✐♠1❡
❝♦♠♠❡ /✉✐% ✿
Vao =
1
Tc
∫ Tc
0
Vao(t)dt =
1
Tc
[∫ t1
0
Edt
∫ t2
t1
E
2
dt+
∫ t3
t2
0dt
]
. ✭✷✳✶✵✸✮
❊♥ ♣&❡♥❛♥% ❡♥ ❝♦♠♣%❡ 3✉❡ ✿ 

τ1 =
ts1
Tc
τ2 =
ts2
Tc
τ3 =
ts3
Tc
, ✭✷✳✶✵✹✮
❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ Vao ♣❡✉% H%&❡ 1❝&✐%❡ /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
Vao = Eτ1 +
E
2
τ2 + 0τ3. ✭✷✳✶✵✺✮
❈❡%%❡ ❡①♣&❡//✐♦♥ ♣❡✉% H%&❡ ♠✐/❡ /♦✉/ ❢♦&♠❡ ♠❛%&✐❝✐❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ /✉✐% ✿
Vao = E
[
1 1
2
0
] τ1τ2
τ3

 . ✭✷✳✶✵✻✮
❊♥ ❢❛✐/❛♥% ❧✬❡①%❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥ ✭✷✳✶✵✻✮ ♣♦✉& ❧❡/ %&♦✐/ ❜&❛/ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉&✱ ❧✬❡①♣&❡//✐♦♥
✭✷✳✶✵✻✮ ❞❡✈✐❡♥% ♣♦✉& ❧❡/ %❡♥/✐♦♥/ ❞❡ ❜&❛/ ✿
Vlo = E

1 12 0 0 0 0 0 0 00 0 0 1 1
2
0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1
2
0

 τj3bras , ✭✷✳✶✵✼✮
❛✈❡❝ τj3bras =
[
τa1 τ
a
2 τ
a
3 τ
b
4 τ
b
5 τ
b
6 τ
c
7 τ
c
8 τ
c
9
]T
.[
τa1 τ
a
2 τ
a
3
]T
❝♦&&❡/♣♦♥❞❡♥% ❛✉① ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❛♣♣❧✐3✉1/ ❛✉ ❜&❛/ a✳[
τ b4 τ
b
5 τ
b
6
]T
❝♦&&❡/♣♦♥❞❡♥% ❛✉① ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❛♣♣❧✐3✉1/ ❛✉ ❜&❛/ b✳[
τ c7 τ
c
8 τ
c
9
]T
❝♦&&❡/♣♦♥❞❡♥% ❛✉① ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❛♣♣❧✐3✉1/ ❛✉ ❜&❛/ c✳
❉♦♥❝ ❧✬13✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✶✵✼✮ ♣❡✉% /✬1❝&✐&❡ /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
Vlo = EAMMCτj3bras . ✭✷✳✶✵✽✮
❈♦♠♠❡ ♥♦✉/ ❧✬❛✈♦♥/ ✈✉ ❛✉♣❛&❛✈❛♥% /✉& ❧❡/ ❞✐✛1&❡♥%❡/ ❡①♣&❡//✐♦♥/ ❞✉ ♠♦❞-❧❡ %&✐♣❤❛/1✱ ❧✬❡①✲
♣&❡//✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ /✬1❝&✐% /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
Vln =
E
3

 2 1 0 −1 −12 0 −1 −12 0−1 −1
2
0 2 1 0 −1 −1
2
0
−1 −1
2
0 −1 −1
2
0 2 1 0

 τj3bras . ✭✷✳✶✵✾✮
❊◆■❚✲▲●W ✷✵✶✻ ✶✵✺
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
❊♥ ✉%✐❧✐/❛♥% ❧❡ ♣&♦❞✉✐% ❞❡ ❑&♦♥❡❝❦❡&✱ ❧✬13✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✶✵✾✮ /✬1❝&✐% ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞✬✉♥ /②/%-♠❡
&1❞✉✐% /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
V ′ln =
E
3
[
2 −1 −1
−1 2 −1
]
⊗ [1 1
2
0
]
τj3bras . ✭✷✳✶✶✵✮
❙♦✐% ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐-&❡ ♣❧✉/ /✐♠♣❧❡ ✿
V ′ln = kMMC(F ⊗ JMMC)τj3bras = kMMCD′MMCτ τj3bras , ✭✷✳✶✶✶✮
❛✈❡❝ D′MMCτ ❡/% ❞1✜♥✐❡ %❡❧❧❡ 3✉❡ ✿
D′MMCτ =
[
2 1 0 −1 −1
2
0 −1 −1
2
0
−1 −1
2
0 2 1 0 −1 −1
2
0
]
. ✭✷✳✶✶✷✮
kMMC =
E
3
✱ JMMC =
[
1 1
2
0
]
❡% D′MMCτ = (F ⊗ JMMC)✳
❈♦♠♠❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ◆I❈✱ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& J ▼▼❈ ❛❞♠❡% ❛✉//✐ ❧✬13✉❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ /②/%-♠❡ ❧✐♥1❛✐&❡
3✉✐ /✬1❝&✐% /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ V ′ln = kMMCD
′
MMCτ
τj3bras ✳
▲✐❡♥$ ❡♥%&❡ ❧❡$ &❛♣♣♦&%$ ❝②❝❧✐-✉❡$ ❡% ❧❡$ ✐♥$%❛♥%$ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ♣♦✉& ❧✬♦♥❞✉❧❡✉&
▼▼❈ ✿
■❧ ❡①✐/%❡ ✉♥❡ &❡❧❛%✐♦♥ ❡♥%&❡ ❧❡/ &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ❡% ❧❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ♣♦✉& ❧❛
/%&✉❝%✉&❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ▼▼❈✳
❆ ♣❛&%✐& ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✷✵✱ ♦♥ ❞1%❡&♠✐♥❡ ❧❡/ &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ❞❡/ 3✉❛%&❡ ❝❡❧❧✉❧❡/ ❞❡ ❝♦♠✲
♠✉%❛%✐♦♥ ❞✉ ❜&❛/ a✳ ❆✈❡❝ αa1✱ α
a
2✱ α
a
3 ❡% α
a
4 /♦♥% ❧❡/ &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ❛♣♣❧✐3✉1/ J ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ 1✱
2✱ 3 ❡% 4 &❡/♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✳
αa1 =
ts1
Tc
+
ts2
Tc
= τ1 + τ2. ✭✷✳✶✶✸✮
αa2 =
ts1
Tc
= τ1. ✭✷✳✶✶✹✮
αa3 =
ts2
Tc
+
ts3
Tc
= τ2 + τ3. ✭✷✳✶✶✺✮
αa4 =
ts3
Tc
= τ3. ✭✷✳✶✶✻✮
▲❡ &❛♣♣♦&% ❝②❝❧✐3✉❡ /✬1❝&✐% ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐-&❡ /✉✐✈❛♥%❡ ✿
αi1bras =


αa1
αa2
αa3
αa4

 =


1 1 0
1 0 0
0 1 1
0 0 1



τ1τ2
τ3

 . ✭✷✳✶✶✼✮
✶✵✻ ❊◆■❚✲▲●I ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
❉❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& ❞✉ %②♣❡ ▼▼❈✱ αi1bras /♦♥% ❧❡/ &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ♣♦✉& ✉♥ /❡✉❧
❜&❛/ ❡% i1bras ∈ {1, ..., 2(N − 1)}✱ ❡% ❞❛♥/ ♥♦%&❡ ❝❛/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& > %&♦✐/ ♥✐✈❡❛✉① i1bras ∈ {1, ..., 4}✳
▲❛ ❣1♥1&❛❧✐/❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬13✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✶✶✼✮ > ✉♥ /②/%-♠❡ %&✐♣❤❛/1 ❞❡✈✐❡♥% ✿
αi3bras =


1 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1


τj3bras = BMMCτj3bras , ✭✷✳✶✶✽✮
♦G αi3bras =
[
αa1 α
a
2 α
a
3 α
a
4 α
b
5 α
b
6 α
b
7 α
b
8 α
c
9 α
c
10 α
c
11 α
c
12
]T
/♦♥% ❞❡/ &❛♣♣♦&%/ ❝②✲
❝❧✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❡/ %&♦✐/ ❜&❛/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❡% i3bras ∈ {1, ..., 6(N − 1)}✳[
αa1 α
a
2 α
a
3 α
a
4
]T
❝♦&&❡/♣♦♥❞❡♥% ❛✉① &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ❛♣♣❧✐3✉1/ ❛✉ ❜&❛/ a✳[
αb5 α
b
6 α
b
7 α
b
8
]T
❝♦&&❡/♣♦♥❞❡♥% ❛✉① &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ❛♣♣❧✐3✉1/ ❛✉ ❜&❛/ b✳[
αc9 α
c
10 α
c
11 α
c
12
]T
❝♦&&❡/♣♦♥❞❡♥% ❛✉① &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/ ❛♣♣❧✐3✉1/ ❛✉ ❜&❛/ c✳
❆ ♣❛&%✐& ❞❡ ❧✬13✉❛%✐♦♥ ✭✷✳✶✶✽✮ ❡% ✭✷✳✶✶✶✮✱ ✐❧ ❡/% 1✈✐❞❡♥% 3✉❡ ♥♦✉/ ♣♦✉✈♦♥/ ❜✐❡♥ %&♦✉✈❡& ❧❛
&❡❧❛%✐♦♥ ❡♥%&❡ V ′ln ❡% α ♠❛✐/ ♥♦✉/ ❛❧❧♦♥/ ❞1%❛✐❧❧❡& ❝❡❧❛ ❞❛♥/ ❧❡ ♣&♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐%&❡✳
✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥
❉❛♥/ ❝❡ ❝❤❛♣✐%&❡✱ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ♠✐/ ❡♥ 1✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡/ ♠♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&/ ❞❡ %❡♥/✐♦♥✱
♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥✳ ❆✐♥/✐ ❧❡ ♠♦❞-❧❡ ♠♦②❡♥ /✉& ❞❡/ /②/%-♠❡/
%&✐♣❤❛/1/ ♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉① ❛ 1%1 1%❡♥❞✉✳
▲✬♦❜❥❡❝%✐❢ 1%❛✐% ❞❡ ❣1♥1&❛❧✐/❡& ❧❡ ♠♦❞-❧❡ ❡% ❧❛ ♠1%❤♦❞❡ ✉%✐❧✐/1❡ /✉& ❞❡/ ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡/ &1❡❧❧❡/
♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉①✱ 3✉❡ ❝❡ /♦✐% ♣❛& ❧❛ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ▼▲■ /✐♥✉/ ❡♥ ✉%✐❧✐/❛♥% ❧❡/ &❛♣♣♦&%/ ❝②❝❧✐3✉❡/✱ ♦✉ ❧❛
❙❱▼ ❡♥ ✉%✐❧✐/❛♥% ❧❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✳ ▲❡ &❛♥❣ ❞✉ ♠♦❞-❧❡ ♠❡%%❛♥% ❡♥ 6✉✈&❡ ❧❛ /%&❛%1❣✐❡
▼▲■ ❡/% ✐❞❡♥%✐3✉❡ > ❝❡❧✉✐ ♠❡%%❛♥% ❡♥ 6✉✈&❡ ❧❛ /%&❛%1❣✐❡ ❙❱▼✱ ✭Rang(F ⊗S) = Rang(F ⊗J) =
2✮✳ F ❡/% ✉♥❡ ♠❛%&✐❝❡ ❧✐1❡ > ❧❛ /%&✉❝%✉&❡ %&✐♣❤❛/1❡✱ S ❡% J /♦♥% ❞❡/ ✈❡❝%❡✉&/ ❧✐1/ > ❧❛ /%&✉❝%✉&❡
♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉①✳
■❧ ❛ 1%1 ❝♦♥/%❛%1 3✉❡ ❧❡/ 3✉❛%&❡ ♣&✐♥❝✐♣❛✉① %②♣❡/ ❞✬❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡/ ♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉① ♣❡✉✈❡♥% O%&❡
♠♦❞1❧✐/1/ ♣❛& ❧✬13✉❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ /②/%-♠❡ ❧✐♥1❛✐&❡ 3✉✐ /✬1❝&✐% /♦✉/ ❧❛ ❢♦&♠❡ V ′ln = kEDαα ♣♦✉& ❧❛
▼▲■ /✐♥✉/ ❡% V ′ln = kEDττ ♣♦✉& ❧❛ ❙❱▼✱ ❛✈❡❝ kE ✉♥ ♣❛&❛♠-%&❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞✬❡♥%&1❡
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❈❤❛♣✐%&❡ ✷✳ ▼♦❞-❧❡/ ❣1♥1&✐3✉❡/ ♣♦✉& ❧❛ ♠✐/❡ ❡♥ 6✉✈&❡ ❞❡/ /%&❛%1❣✐❡/ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥/
E ❡% D ✉♥❡ ♠❛%&✐❝❡ ❧✐❛♥% ❧❛ %❡♥/✐♦♥ ❞❡ ❧✐❣♥❡ /♦✐% 9 ❞❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❞❡
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/♦❧✉%✐♦♥/ ♣♦✉& ❝❡/ ♠♦❞-❧❡/ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥%&❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✷✶✱ ❝✬❡/% 9 ❞✐&❡ ❡①♣&✐♠❡& ❧❡/ &❛♣♣♦&%/
❝②❝❧✐3✉❡/ ♦✉ ❧❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡/ %❡♥/✐♦♥/ ❞❡ &1❢1&❡♥❝❡✳ ❖&✱ ❡♥ &❛✐/♦♥ ❞❡
❧❛ /✐♥❣✉❧❛&✐%1 ❞❡ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ Dα ❡% Dτ ✱ ♥♦✉/ ♥❡ ♣♦✉✈♦♥/ ♣❛/ ♦❜%❡♥✐& ❧❡/ ❡①♣&❡//✐♦♥/ ❞❡/ &❛♣♣♦&%/
❝②❝❧✐3✉❡/ ♦✉ ❞❡/ ✐♥/%❛♥%/ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡/ %❡♥/✐♦♥/ ❞❡ &1❢1&❡♥❝❡✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✶ ✕ ❙❝❤$♠❛ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡❧ ❞✉ ♠♦❞0❧❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉2 ❡* ❞❡ 3❛ ❝❤❛2❣❡
❊♥ ✉%✐❧✐/❛♥% ❧✬♦✉%✐❧ ♠❛%❤1♠❛%✐3✉❡ ❛❞13✉❛% ♣♦✉& ❧❛ &1/♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❝❡/ /②/%-♠❡/ ❧✐♥1❛✐&❡/ ❝♦♠✲
♣❛%✐❜❧❡/✱ ♥♦✉/ ❡/♣1&♦♥/ ♦❜%❡♥✐& ❧❡/ ❡♥/❡♠❜❧❡/ ❞❡ /♦❧✉%✐♦♥/ ❡% ✐❞❡♥%✐✜❡& ❧❡/ ❞❡❣&1/ ❞❡ ❧✐❜❡&%1✳
❈❡%%❡ 1%✉❞❡ ❢❡&❛ ❧✬♦❜❥❡% ❞✉ ❝❤❛♣✐%&❡ /✉✐✈❛♥%✳
✶✵✽ ❊◆■❚✲▲●Q ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥,
❈❤❛♣✐%&❡ ✸
❊①♣&❡++✐♦♥ ❞❡+ ❡♥+❡♠❜❧❡+ ❞❡ +♦❧✉%✐♦♥+
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❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬✉♥❡ ▼▲■ ,✐♥✉,♦B❞❛❧❡ ❡% V ′ln = kEDττ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬✉♥❡ ❙❱▼✳
• kE ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❧✐4 F ❧❛ %❡♥,✐♦♥ ❞✬❡♥%&4❡ E ❀
• α ♦✉ τ ,♦♥% ❧❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐7✉❡, ♦✉ ❧❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥, ❛♣♣❧✐7✉4, ♣♦✉& ❝❤❛7✉❡
❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝❤❛7✉❡ ❜&❛, ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& &❡,♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✱
• Dα = (F ⊗ S)✱
• Dτ = (F ⊗ J)✱
• F =
[
2 −1 −1
−1 2 −1
]
✳
▲❡ ❜✉% ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ❡,% ❞❡ %&❛✐%❡& ❝❡ ,②,%=♠❡ ❞✬47✉❛%✐♦♥, ♣♦✉& ❡①♣&✐♠❡& ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡,
,♦❧✉%✐♦♥,✳
H♦✉& ❝❡ ❢❛✐&❡✱ ✉♥❡ ♣&4,❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❤4♦&✐❡ ❞❡, ✐♥✈❡&,❡, ❣4♥4&❛❧✐,4❡,✱ ❝♦♥❝❡♣% 7✉✐ ,❡&❛ ✉%✐❧✐,4
♣❛& ❧❛ ,✉✐%❡✱ ❡,% ❛❜♦&❞4❡✳ ❊♥,✉✐%❡ ✉♥❡ ♠✐,❡ ❡♥ J✉✈&❡ ❡,% ❢❛✐%❡ ❛✜♥ ❞❡ %&♦✉✈❡& ❧❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡
,♦❧✉%✐♦♥,✳ ❉❡✉① ❛♣♣&♦❝❤❡, ,♦♥% 4%✉❞✐4❡, ✿ ✉♥❡ ❡♥ ✉%✐❧✐,❛♥% ❧❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐7✉❡, ❡①♣&✐♠4, ❡♥
❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡, %❡♥,✐♦♥, ❞❡ &4❢4&❡♥❝❡ α = f(V ′ref )✱ ❡% ❧✬❛✉%&❡ ❡♥ ✉%✐❧✐,❛♥% ❧❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥
τ = f(V ′ref )✳ ❈❡, ❛♣♣&♦❝❤❡, ,♦♥% ❛♣♣❧✐7✉4❡, ♣♦✉& ❞❡, ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡, ♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉① F ❝❡❧❧✉❧❡,
✐♠❜&✐7✉4❡, ✭♦♥❞✉❧❡✉&, F ❝❛♣❛❝✐%4, ✢♦%%❛♥%❡,✮ ❛✐♥,✐ 7✉❡ ❞✬❛✉%&❡, ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡, %❡❧❧❡, 7✉❡ ❧❡,
♦♥❞✉❧❡✉&, ❡♥ ♣♦♥% ❡♥ ❍✱ ❧❡, ♦♥❞✉❧❡✉&, ◆H❈ ❡% ❧❡, ♦♥❞✉❧❡✉&, ▼▼❈✳
✸✳✷ ●.♥.&❛❧✐%.1 1✉& ❧❡1 ✐♥✈❡&1❡1 ❣.♥.&❛❧✐1.❡1
▲❡ ❜✉% ❞❡ ❝❡%%❡ ♣❛&%✐❡ ❝♦♥,✐,%❡ F &4,♦✉❞&❡ ❧✬47✉❛%✐♦♥ ❞✉ ,②,%=♠❡ ❧✐♥4❛✐&❡ ❝♦♠♣❛%✐❜❧❡ ❛✜♥
❞✬❡①♣&✐♠❡& ❧❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐7✉❡, ♦✉ ❧❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡, %❡♥,✐♦♥, ❞❡
❊◆■❚✲▲●H ✷✵✶✻ ✶✵✾
❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥,
&4❢4&❡♥❝❡✱ ❡% ♣♦✉& ❝❡❧❛ ✐❧ ,❡&❛✐% ❞♦♥❝ ♥4❝❡,,❛✐&❡ ❞❡ %&♦✉✈❡& ❧✬✐♥✈❡&,❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ Dα ♦✉ Dτ ✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉, ❧✬❛✈♦♥, 4✈♦:✉4 ❞❛♥, ❧❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ♣&4❝4❞❡♥%✱ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ F ✱ :✉✐ ❝♦♥,%✐%✉❡ ❧❡, ♠❛%&✐❝❡,
Dα ❡% Dτ ✱ ♥✬❛❞♠❡% ♣❛, ❞✬✐♥✈❡&,❡ ❡♥ &❛✐,♦♥ ❞❡ ,❛ ,✐♥❣✉❧❛&✐%4✱ ❡% ❞♦♥❝ ♥♦✉, ♥❡ ♣♦✉✈♦♥, ♣❛,
❡①♣&✐♠❡& ❧❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐:✉❡, ♦✉ ❧❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡, %❡♥,✐♦♥, ❞❡
&4❢4&❡♥❝❡, ♣❛& ✉♥❡ ,✐♠♣❧❡ ✐♥✈❡&,✐♦♥✳ =♦✉& ❝❡❧❛✱ ♥♦✉, ❢❛✐,♦♥, ❛♣♣❡❧ > ❝❡ :✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✧■♥✈❡&,❡,
❣4♥4&❛❧✐,4❡,✧✳
✸✳✷✳✶ ◆♦&✐♦♥ ❞✬✐♥✈❡-.❡. ❣0♥0-❛❧✐.0❡.
❈❡%%❡ ♥♦%✐♦♥ ❞✬✐♥✈❡&,❡, ❣4♥4&❛❧✐,4❡, ❣4♥4&❛❧✐,❡ ❧❛ ❞4✜♥✐%✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡&,❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛%&✐❝❡ ❝❛&&4❡
✭♦✉ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❧✐♥4❛✐&❡✮✱ > ❞❡, ♠❛%&✐❝❡, :✉❡❧❝♦♥:✉❡, ✭♣❛, ♥4❝❡,,❛✐&❡♠❡♥% ❝❛&&4❡, ♦✉
✐♥✈❡&,✐❜❧❡,✮✳ ▲❛ ♥♦%✐♦♥ ❞❡ ♣,❡✉❞♦✲✐♥✈❡&,❡ ❛ 4%4 ✉%✐❧✐,4❡ ❡♥ ♣&❡♠✐❡& ♣❛& ■✈❛& ❋&❡❞❤♦❧♠ ❡♥ ✶✾✵✸
❞❛♥, ❧❡ ❝❛❞&❡ ❞✬✐♥✈❡&,✐♦♥ ❞✬♦♣4&❛%❡✉&, ✐♥%4❣&❛✉①✱ ♣✉✐, ❡❧❧❡ ❛ 4%4 ❞4❝&✐%❡ ♣♦✉& ❧❛ ♣&❡♠✐J&❡ ❢♦✐,
♣❛& ❊❧✐❛❦✐♠ ❍❛,%✐♥❣, ▼♦♦&❡ ❡♥ ✶✾✷✵ ❡% ❘♦❣❡& =❡♥&♦,❡ ❡♥ ✶✾✺✺✱ ❬✽✸❪✳
■❧ ❡,% ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ :✉❡ ❝❤❛:✉❡ ♠❛%&✐❝❡ ❝❛&&4❡ ♥♦♥ ,✐♥❣✉❧✐J&❡ ❛♣♣❡❧4❡ A ❛ ✉♥❡ ✐♥✈❡&,❡ ✉♥✐:✉❡✱
♥♦%4❡ A−1✱ :✉✐ ,❛%✐,❢❛✐% ✿
AA−1A = A. ✭✸✳✶✮
❆✉ ❞4❜✉% ❞✉ XXeme ,✐J❝❧❡✱ ❧❡ ❜❡,♦✐♥ ❞✬❛❞❛♣%❡& ✉♥❡ ❞4♠❛&❝❤❡ ,✐♠✐❧❛✐&❡ ♣♦✉& ❞❡, ♠❛%&✐❝❡,
,✐♥❣✉❧✐J&❡, ❡,% ♣&✐♠♦&❞✐❛❧✱ ❈❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐% > ❧❛ ♥♦%✐♦♥ ❞✬✐♥✈❡&,❡ ❣4♥4&❛❧✐,4❡ ❬✽✹❪ ❬✽✺❪✳
=❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦&,:✉❡ ✉♥❡ ♠❛%&✐❝❡ A ❡,% ,✐♥❣✉❧✐J&❡✱ ❝✬❡,% ♥♦%❛♠♠❡♥% ❧❡ ❝❛, ,✐ F ❡,% ♥♦♥ ❝❛&&4❡
✭❞❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥, n ∗m ❛✈❡❝ m 6= n✮✱ ✐❧ ❡①✐,%❡ ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥✈❡&,❡, ❣4♥4&❛❧✐,4❡,✱ A[1] :✉✐ ✈4&✐✜❡
❧❛ ♣&♦♣&✐4%4 ,✉✐✈❛♥%❡ ✿
AA[1]A = A. ✭✸✳✷✮
❈❡&%❛✐♥❡, ♣&♦♣&✐4%4, ❞❡ ❧✬✐♥✈❡&,❡ ❣4♥4&❛❧✐,4❡ ,♦♥% ♠❡♥%✐♦♥♥4❡, ❞❛♥, ❬✽✺❪✱ ❬✽✻❪✱ ❬✽✼❪ ❡% ❬✽✽❪✳
❊❧❧❡, ♣♦,,J❞❡♥% ❝❡&%❛✐♥❡, ❞❡, ♣&♦♣&✐4%4, ❞❡ ❧✬✐♥✈❡&,❡ ❝❧❛,,✐:✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❧♦&,:✉❡ A ❡,% ✉♥❡ ♠❛%&✐❝❡
♥♦♥ ,✐♥❣✉❧✐J&❡✱ A[1] = A−1✳
▲❡, %&❛✈❛✉① ❞❡ ▼♦♦"❡ ❬✽✾❪✱ ❬✾✵❪ ❡% $❡♥"♦&❡ ❬✾✶❪✱ ♦♥% ♣❡&♠✐, ❞❡ ❞4✜♥✐& ✉♥❡ ✐♥✈❡&,❡ ❣4♥4&❛❧✐,4❡
♣❛&%✐❝✉❧✐J&❡ ❛♣♣❡❧4❡ ✧♣,❡✉❞♦✲✐♥✈❡&,❡ ❞❡ ▼♦♦"❡✲$❡♥"♦&❡✧✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬✐♥✈❡&,❡ ❣4♥4&❛❧✐,4❡ ♥✬❡,% ♣❛,
✉♥✐:✉❡✱ ♦♥ ❝❤❡&❝❤❡ ❞❡, ♠❛%&✐❝❡, ♣❛&%✐❝✉❧✐J&❡, ✈4&✐✜❛♥% ❧❡, :✉❛%&❡ ♣&♦♣&✐4%4, ❞❡ ▼♦♦"❡✲$❡♥"♦&❡
❞♦♥♥4❡, ❞❛♥, ❧✬4:✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✸✮✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♠❛%&✐❝❡ ♣,❡✉❞♦✲✐♥✈❡&,❡ ❞❡ ▼♦♦&❡✲=❡♥&♦,❡ ❞❡ A✱ ✉♥❡ ♠❛%&✐❝❡ X ✈4&✐✜❛♥% ❝❡,
:✉❛%&❡ ♣&♦♣&✐4%4, ✿


AXA = A
XAX = X
(AX)∗ = XA
(XA)∗ = AX
. ✭✸✳✸✮
✶✶✵ ❊◆■❚✲▲●= ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥,
A∗ ❞4,✐❣♥❡ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ %&❛♥,♣♦,4❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ ❝♦♥❥✉❣✉4❡ ❞❡ A ❝✬❡,% 9 ❞✐&❡ ,❛ %&❛♥,❝♦♥❥✉❣✉4❡✳
❚♦✉%❡ ♠❛%&✐❝❡ X ✈4&✐✜❛♥% ❝❡, =✉❛%&❡ ♣&♦♣&✐4%4, ❡,% ✉♥❡ ♣,❡✉❞♦✲✐♥✈❡&,❡ ❞❡ A =✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦%❡&❛
A†✳ ■❧ ❡,% ♣♦,,✐❜❧❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦,❡& =✉❡ =✉❡❧=✉❡, ♣&♦♣&✐4%4, ♣❛&♠✐ ❧❡, =✉❛%&❡ ❝❛& ❡❧❧❡, ♥❡ ,♦♥% ♣❛,
%♦✉%❡, ♥4❝❡,,❛✐&❡, ♣♦✉& ❧❛ &4,♦❧✉%✐♦♥ ❞❡, ,②,%A♠❡, ❧✐♥4❛✐&❡,✳
▲❛ ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣&♦♣&✐4%4 ❞❡ ❧❛ ♣,❡✉❞♦✲✐♥✈❡&,❡ A† ❡,% =✉❡ ♣♦✉& %♦✉%❡ ♠❛%&✐❝❡ A✱ A† ❡①✐,%❡ ❡% ❡,%
✉♥✐=✉❡ ❬✾✷❪✳ ❯♥ ❞❡, ♠♦②❡♥, ❞✬♦❜%❡♥✐& ❧❛ ♣,❡✉❞♦✲✐♥✈❡&,❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ A ❡,% ❧❛ ❞4❝♦♠♣♦,✐%✐♦♥ ❡♥
✈❛❧❡✉&, ,✐♥❣✉❧✐A&❡, ✭❙❱❉✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ A ❬✽✼❪✳ A† ♣❡✉% P%&❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥% ❝❛❧❝✉❧4❡ ♥✉♠4&✐=✉❡♠❡♥%
♣❛& ❞✐✛4&❡♥%, ❧♦❣✐❝✐❡❧,✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬♦❜%❡♥%✐♦♥ ❞❡ A† ,❡&❛ ❞♦♥♥4 9 ❧❛ ,❡❝%✐♦♥ ,✉✐✈❛♥%❡✳
■❧ ❡,% 4✈✐❞❡♥% =✉❡ A† ❡,% ✉♥❡ ✐♥✈❡&,❡ ❣4♥4&❛❧✐,4❡ ♣❛&%✐❝✉❧✐A&❡ ❞❡ A✳ ▲✬✉♥ ❞❡, ❜✉%, ❞❡ ❧❛ %❤4♦&✐❡
❞❡ ❧✬✐♥✈❡&,❡ ❣4♥4&❛❧✐,4❡ ❡,% ❞✬♦❜%❡♥✐& ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ,♦❧✉%✐♦♥, ❞✬✉♥ ,②,%A♠❡ ❧✐♥4❛✐&❡✳
✸✳✷✳✷ ❘$%♦❧✉)✐♦♥ ❞✬✉♥ %②%)/♠❡ ❧✐♥$❛✐3❡
▲✬✐❞4❡ ❞❡ ❣4♥4&❛❧✐,❡& ❧❛ ♥♦%✐♦♥ ❞✬✐♥✈❡&,❡ ✈✐❡♥% ❞❡ ❧❛ ♥4❝❡,,✐%4 ❞❡ &4,♦✉❞&❡ ❞❡, ,②,%A♠❡,
❞✬4=✉❛%✐♦♥, ❞✉ %②♣❡ ✿
Ax = b, ✭✸✳✹✮
♦U A ❡,% ✉♥❡ ♠❛%&✐❝❡✱ ♣❛, ♥4❝❡,,❛✐&❡♠❡♥% ❝❛&&4❡✱ ❝♦♠♣♦&%❛♥% m ❧✐❣♥❡, ❡% n ❝♦❧♦♥♥❡,✱ x ❧❡ ✈❡❝%❡✉&
9 n ✐♥❝♦♥♥✉❡, 9 ❞4%❡&♠✐♥❡& ❡% b ❡,% ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥, m✳ ❯♥ %❡❧ ,②,%A♠❡ ♣❡✉%
❛✈♦✐& ③4&♦✱ ✉♥❡✱ ♦✉ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐%4 ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥, ❡①❛❝%❡,✳
▲❡ ,②,%A♠❡ Ax = b ❛❞♠❡% ❛✉ ♠♦✐♥, ✉♥❡ ,♦❧✉%✐♦♥ ,✐ ❡% ,❡✉❧❡♠❡♥% ,✐ ✿
Rang[A] = Rang
[
A b
]
. ✭✸✳✺✮
❉❡ ♣❧✉,✱ ,✐ Rang[A] = n✱ ❛❧♦&, ❧❡ ,②,%A♠❡ ❛❞♠❡% ✉♥❡ ✉♥✐=✉❡ ,♦❧✉%✐♦♥✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❡ ,②,%A♠❡
❛❞♠❡% ✉♥❡ ✐♥✜♥✐%4 ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥,✳
▲❛ &4,♦❧✉%✐♦♥ ❞✉ ,②,%A♠❡ ❞✬4=✉❛%✐♦♥ ❧✐♥4❛✐&❡ ♦❜%❡♥✉❡ ❞❛♥, ✭✸✳✹✮ ❡,% ❞4✜♥✐❡ ,♦✉, ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
x = A[1]b+ (Im − A[1]A)z. ✭✸✳✻✮
• z ❡,% ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❛&❜✐%&❛✐&❡ =✉✐ ♣❡&♠❡% ❞✬❡①♣❧♦&❡& ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ,♦❧✉%✐♦♥,✳
• A[1] ❡,% ✉♥❡ ✐♥✈❡&,❡ ❣4♥4&❛❧✐,4❡ ❞❡ A✳
• Im ❡,% ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ ✐❞❡♥%✐%4 ❞❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ m✳
❈♦♠♠❡ A† ❡,% ✉♥❡ ✐♥✈❡&,❡ ❣4♥4&❛❧✐,4❡ ♣❛&%✐❝✉❧✐A&❡✱ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ,♦❧✉%✐♦♥, ✭✸✳✻✮ ♣❡✉% P%&❡
❣4♥4&4 ❝♦♠♠❡ ,✉✐% ✿
x = A†b+ (Im − A†A)z. ✭✸✳✼✮
▲✬4=✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✼✮ ❝♦♥%✐❡♥% ❞❡✉① %❡&♠❡, ✿
• ❯♥❡ ,♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❜❛,❡ ✿ A†b✳
• ❯♥❡ ,♦❧✉%✐♦♥ ❧✐❜&❡ ✿ (Im − A†A)z✳
❊◆■❚✲▲●[ ✷✵✶✻ ✶✶✶
❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥,
❋✐❣✉$❡ ✸✳✶ ✕ ❙❝❤$♠❛ '②♥♦♣,✐.✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣$♥$4❛,✐♦♥ ❞❡' ❡♥'❡♠❜❧❡' ❞❡ '♦❧✉,✐♦♥'✳
▲❡ "❝❤%♠❛ ❢♦♥❝+✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉2❡ ✸✳✶ ♣❡2♠❡+ ❞❡ ✈♦✐2 ❧❛ ❣%♥%2❛+✐♦♥ ❞❡" ❡♥"❡♠❜❧❡" ❞❡ "♦❧✉+✐♦♥"
❞%✜♥✐❡ ❞❛♥" ❧✬%:✉❛+✐♦♥ ✭✸✳✼✮✳
✸✳✷✳✸ ❋❛❝&♦(✐*❛&✐♦♥ ❞❡ (❛♥❣ ♠❛①✐♠❛❧
▲✬♦❜❥❡❝+✐❢ ♣♦✉2"✉✐✈✐ ♣❛2 ❧❛ ❢❛❝+♦2✐"❛+✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛+2✐❝❡ ❡"+ ❞❡ 2❡♠♣❧❛❝❡2 ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣❛2 ❧❡ ♣2♦❞✉✐+
❞❡ ❞❡✉① ♦✉ ♣❧✉"✐❡✉2" ♠❛+2✐❝❡" ❞✉ ♠A♠❡ 2❛♥❣ ❞❛♥" ❧❡ ❜✉+ ❞❡ "✐♠♣❧✐✜❡2 ❧❡" ♦♣%2❛+✐♦♥" ❞♦♥+ ❧❛
♠❛+2✐❝❡ ✐♥✐+✐❛❧❡ ❞♦✐+ ❢❛✐2❡ ❧✬♦❜❥❡+✳
❖♥ ♣❡✉+ ♠♦♥+2❡2 :✉❡ ♣♦✉2 +♦✉+❡ ♠❛+2✐❝❡ 2%❡❧❧❡ A✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥"✐♦♥ (n∗p) ❡+ ❞❡ 2❛♥❣ k✱ ✐❧ ❡①✐"+❡
❞❡" ♠❛+2✐❝❡" 2%❡❧❧❡" B ❡+ C✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥"✐♦♥" (n ∗ k) ❡+ (k ∗ p)✱ +♦✉+❡" ❧❡" ❞❡✉① ❞❡ 2❛♥❣ k✱ +❡❧❧❡"
:✉❡ ✿
A = BC. ✭✸✳✽✮
❈❡" ♠❛+2✐❝❡" ♥❡ "♦♥+✱ ❡♥ ❣%♥%2❛❧✱ ♣❛" ✉♥✐:✉❡" ❡+ ♣❧✉"✐❡✉2" ♠%+❤♦❞❡" ♣❡2♠❡++❡♥+ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡2
❞❡" ❝♦✉♣❧❡" ❞❡ ♠❛+2✐❝❡" B ❡+ C✱ ❬✾✸❪✳
▲❡ ❜✉+ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝+♦2✐"❛+✐♦♥ ❞❡ 2❛♥❣ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥"✐"+❡ J 2%❞✉✐2❡ ❧❡ ♥♦♠❜2❡ ❞❡ ♣❛2❛♠K+2❡"
✐""✉❡" ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐"♦♥✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ ❞❡ ❝❡++❡ ❢❛❝+♦2✐"❛+✐♦♥ "❡2❛ ✐❧❧✉"+2% ❞❛♥" ❧❡
:✉❛+2✐K♠❡ ❝❤❛♣✐+2❡✳
✸✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛(✐♦♥ + ✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉/ (/✐♣❤❛12 ❝❧❛11✐3✉❡
❈♦♥"✐❞%2♦♥" ❧❡ "②"+K♠❡ ❧✐♥%❛✐2❡ ❞%❝2✐+ ❞❛♥" ❧❛ "❡❝+✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✶ ❞✉ ❝❤❛♣✐+2❡ ♣2%❝%❞❡♥+ ❞❛♥" ❧❡
❝❛" ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉2 +2✐♣❤❛"% ❝❧❛""✐:✉❡ J ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ +❡♥"✐♦♥ +❡❧ :✉❡ ✿
V ′ln = kEFαi3bras , ✭✸✳✾✮
❛✈❡❝ F ✉♥❡ ♠❛+2✐❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥"✐♦♥ [2× 3]✱ V ′ln ❡"+ ❞❡ ❞✐♠❡♥"✐♦♥ 2 ❡+ αi3bras ❡"+ ❞❡ ❞✐♠❡♥"✐♦♥ 3✳
❘❛♣♣❡❧♦♥" ❧❛ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛+✐❜✐❧✐+% ❞✬✉♥ "②"+K♠❡ ❧✐♥%❛✐2❡ ❞%❝2✐+❡ ❞❛♥" ❧❛ "❡❝+✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✶
❞✉ ❝❤❛♣✐+2❡ ♣2%❝%❞❡♥+✱ +❡❧❧❡ :✉❡ ✿
✶✶✷ ❊◆■❚✲▲●U ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥,
Rang[F ] = Rang
[
F V ′ln
]
= 2, ✭✸✳✶✵✮
❝❡ 9✉✐ ♥♦✉, ❝♦♥❞✉✐% : ❛✣&♠❡& 9✉❡ ❧❡ ,②,%=♠❡ ❞❡ ❧✬?9✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✾✮ ❡,% ✉♥ ,②,%=♠❡ ❝♦♠♣❛%✐❜❧❡✳
❆❧♦&, ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ,♦❧✉%✐♦♥, ❡,% ❞?✜♥✐❡✱ ❡♥ ✉%✐❧✐,❛♥% ❧❛ ♥♦%✐♦♥ ❞✬✐♥✈❡&,❡, ❣?♥?&❛❧✐,?❡, ❞?❝&✐%❡
❞❛♥, ✸✳✷✱ ,♦✉, ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
αi3bras =
1
kE
F [1]V ′ref + (Im − F [1]F )z. ✭✸✳✶✶✮
• F [1] ❡,% ✉♥❡ ✐♥✈❡&,❡ ❣?♥?&❛❧✐,?❡ ❞❡ F ✳
• V ′ref =
[
Vanref Vbnref
]T
✳
• kE ❡,% ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❧✐? : ❧❛ %❡♥,✐♦♥ ❞✉ ❜✉, ❝♦♥%✐♥✉ E ❡% : ❧❛ ,%&✉❝%✉&❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉&
✉%✐❧✐,?✳
■❧ ❡,% ?✈✐❞❡♥% 9✉❡ z ♣❡✉% J%&❡ ❝❤♦✐,✐ ❛✜♥ ❞❡ ,❛%✐,❢❛✐&❡ ❝❡&%❛✐♥❡, ❝♦♥%&❛✐♥%❡,✳ ❯♥❡ ✐❧❧✉,%&❛%✐♦♥ :
♣&♦♣♦, ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ z ,❡&❛ ❞♦♥♥?❡ ❞❛♥, ❧❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ,✉✐✈❛♥%✳ ❈♦♠♠❡ F † ❡,% ✉♥❡ ✐♥✈❡&,❡ ❣?♥?&❛❧✐,?❡
♣❛&%✐❝✉❧✐=&❡✱ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ,♦❧✉%✐♦♥, ✭✸✳✶✶✮ ♣❡✉% J%&❡ ❣?♥?&? ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐=&❡ ,✉✐✈❛♥%❡ ✿
αi3bras =
1
kE
F †V ′ref + (Im − F †F )z. ✭✸✳✶✷✮
V ′ref ❡,% ❧❛ %❡♥,✐♦♥ ❞❡ &?❢?&❡♥❝❡ ✐,,✉❡ ❞❡ ❧❛ &?❣✉❧❛%✐♦♥✱ ✜❣✉&❡ ✸✳✷
❋✐❣✉$❡ ✸✳✷ ✕ ❙❝❤$♠❛ ❞❡ ♣*✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ .❡♥/✐♦♥ ✐//✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ *$❣✉❧❛.✐♦♥✳
❈❡, ,♦❧✉%✐♦♥, ,❡ ❞?❝♦♠♣♦,❡♥% ❡♥ ❞❡✉① ♣❛&%✐❡, ✿
• ✉♥❡ #♦❧✉&✐♦♥ ❞❡ ❜❛#❡ ✿ α0 = 1kEF †V ′ref ✱ ❝❡%%❡ ♣❛&%✐❡ ♣❡&♠❡%✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥% ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②,✐9✉❡✱
❞❡ ❣?♥?&❡& ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ,✉& ✉♥❡ ♣?&✐♦❞❡ ❞❡ ❞?❝♦✉♣❛❣❡✱ ❧❡, %❡♥,✐♦♥, ,✐♠♣❧❡, ,♦✉❤❛✐%?❡,✱
• ✉♥❡ #♦❧✉&✐♦♥ ❧✐❜+❡ ✿ αd = (Im−F †F )z✱ ❝❡%%❡ ♣❛&%✐❡ ❛♣♣❡❧?❡ ✧♥♦②❛✉✧ ❛❥♦✉%❡ ✉♥❡ ♠J♠❡
✈❛❧❡✉& : %♦✉, ❧❡, ?❧?♠❡♥%, ❞❡ α✳ ❊❧❧❡ ♣❡&♠❡% ❞♦♥❝✱ ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢❛✐&❡ ❡♥ ,♦&%❡ 9✉❡
❧❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐9✉❡, ❣?♥?&?, ,❛%✐,❢❛,,❡♥% ❛✉① ❧✐♠✐%❡, ♣❤②,✐9✉❡, 9✉✐ ❧❡✉& ,♦♥% ❛,,♦❝✐?❡,✱
9✉✬✐❧, ,♦✐❡♥% ❞♦♥❝ ❝♦♠♣&✐, ❡♥%&❡ 0 ❡% 1✳
❉❛♥, ❧❛ ,✉✐%❡ ❞❡ ❧✬?%✉❞❡✱ ♥♦✉, &❛♣♣❡❧♦♥, ❧✬✉%✐❧✐,❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦%❛%✐♦♥ αi1bras ♣♦✉& ❧❡, &❛♣♣♦&%,
❝②❝❧✐9✉❡, ❛♣♣❧✐9✉?, ♣♦✉& ✉♥ ,❡✉❧ ❜&❛, ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❡% αi3bras ♣♦✉& ❧❡ ✈❡❝%❡✉& ❝♦♥%❡♥❛♥% ❧❡, &❛♣♣♦&%,
❝②❝❧✐9✉❡, ❛♣♣❧✐9✉?, ♣♦✉& ❧❡, %&♦✐, ❜&❛, ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✳
❊◆■❚✲▲●T ✷✵✶✻ ✶✶✸
❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥,
✸✳✹ ▼✐%❡ ❡♥ (✉✈+❡ ❞❡ ❧✬♦✉0✐❧ ♠❛0❤4♠❛0✐5✉❡
❆♣&5, ❛✈♦✐& ❞7✜♥✐ ❧✬♦✉%✐❧ ♠❛%❤7♠❛%✐:✉❡ ❝✐✲❞❡,,✉,✱ ♥♦✉, ❛❧❧♦♥, > ♣&7,❡♥%✱ ❞❛♥, ❝❡%%❡ ,❡❝%✐♦♥✱
❧❡ ♠❡%%&❡ ❡♥ ?✉✈&❡ ❡♥ ❞7✜♥✐,,❛♥% ❞❡, ❥❡✉① ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥, ♣♦✉& ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❛✉① ♦♥❞✉❧❡✉&,
♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉①✳ ❈❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥, ♣❡&♠❡%%❡♥% ❞✬❡①♣&✐♠❡& ,♦✐% ❧❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐:✉❡,✱
,♦✐% ❧❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥,✐♦♥ ❞❡ &7❢7&❡♥❝❡ %❡❧, :✉❡ α = f(V ′ref ) ♦✉
τ = f(V ′ref )✳
✸✳✹✳✶ ❊①♣'❡))✐♦♥) ❞❡) ❡♥)❡♠❜❧❡) ❞❡ )♦❧✉2✐♦♥) 3 ♣❛'2✐' ❞❡) ♠♦❞5❧❡)
♠♦②❡♥) ❞✬♦♥❞✉❧❡✉') 2'✐♣❤❛)9) 3 N ♥✐✈❡❛✉①
❆✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣&❡♥❞&❡ ❧❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ❞❡ ❝❡% ♦✉%✐❧ ♠❛%❤7♠❛%✐:✉❡✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✐❧❧✉,✲
%&❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛,7 ❝❧❛,,✐:✉❡✱ ❛②❛♥% ❝♦♠♠❡ 7:✉❛%✐♦♥ ❧✐♥7❛✐&❡ ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ❞7✜♥✐❡ ❞❛♥,
✭✸✳✾✮✱ ❡,% ❞♦♥♥7✳
❉❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛,7 > ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥,✐♦♥✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ ❞❡ αi3bras ❡,% ❞❡
✸✳ ❈❤❛:✉❡ ❜&❛, ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❡,% ❝♦♠♣♦,7 ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡% ❞♦♥❝ ✉♥ ,❡✉❧ &❛♣♣♦&%
❝②❝❧✐:✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣♦✉& ❝❤❛:✉❡ ❜&❛,✳
▲❛ &7,♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ,②,%5♠❡ ❡,% &7❛❧✐,7❡ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐:✉7 ❞❛♥, ✭✸✳✶✷✮ > ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣,❡✉❞♦✲
✐♥✈❡&,❡ ❞7❝&✐%❡ ❞❛♥, ❧❛ ,❡❝%♦✐♥ ✸✳✷
▲❛ ♣,❡✉❞♦ ✐♥✈❡&,❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ F ♥♦%7❡ F † ❡,% ❞7✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐5&❡ ,✉✐✈❛♥%❡ ✿
F † =


1
3
0
0
1
3
−1
3
−1
3

 =
1
3

 1 00 1
−1 −1

 . ✭✸✳✶✸✮
❊♥ &❡♠♣❧❛K❛♥% ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ F ✱ F † ❡% kE ♣❛& ❧❡✉&, ❡①♣&❡,,✐♦♥, ❞7✜♥✐❡, ♣&7❝7❞❡♠♠❡♥%✱ ❧✬❡♥✲
,❡♠❜❧❡ ❞❡, ,♦❧✉%✐♦♥, ❞❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐:✉❡, ,✬7❝&✐% ,♦✉, ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
αi3bras =
1
E

 1 00 1
−1 −1

[ Vanref
Vbnref
]
+
1
3

 1 1 11 1 1
1 1 1



 z1z2
z3

 . ✭✸✳✶✹✮
❋✐♥❛❧❡♠❡♥%✱ ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥, ♣♦✉& ✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛,7 ❝❧❛,,✐:✉❡ >
❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥,✐♦♥ ❡,% ❞7✜♥✐❡✳ ▲✬✉%✐❧✐,❛%✐♦♥ ❡% ❧❛ ♠✐,❡ ❡♥ ?✉✈&❡ ♣&❛%✐:✉❡ ❞❡ ❝❡% ❡♥,❡♠❜❧❡
❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥ ,❡&❛ ❞7%❛✐❧❧7 ❞❛♥, ❧❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ,✉✐✈❛♥%✳ ❯♥❡ ❢♦✐, :✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠7%❤♦❞❡
❞❡ &7,♦❧✉%✐♦♥ ❛ 7%7 ❛♣♣❧✐:✉7❡ ,✉& ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛,7 ❝❧❛,,✐:✉❡✱ ♥♦✉, ❛❧❧♦♥, ♣❛,,❡& > ,❛ ♠✐,❡
❡♥ ?✉✈&❡ ,✉& ❧❡, ♦♥❞✉❧❡✉&, ❣7♥7&❛❧✐,7, > N ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥,✐♦♥ %❡❧, :✉❡ ❧❡, ♦♥❞✉❧❡✉&, ❋❈ ❡%
❧❡, ♦♥❞✉❧❡✉&, ❡♥ ❝❛,❝❛❞❡ ✭♣♦♥% ❡♥ ❍✮ ❝✐%7, ❞❛♥, ❧❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ♣&7❝7❞❡♥%✱ ❡% ❝❡❧❛ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡,
&❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐:✉❡, ❡% ❞❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✳
✶✶✹ ❊◆■❚✲▲●U ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥,
✸✳✹✳✶✳✶ ❖♥❞✉❧❡✉* + ❝❛♣❛❝✐012 ✢♦00❛♥0❡2
▼♦❞6❧❡ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉* ❋❈ ❧✐1 ❛✉① *❛♣♣♦*02 ❝②❝❧✐<✉❡2
❈♦♠♠❡ ♥♦✉, ❧✬❛✈♦♥, ❞6❥8 ❞6❝&✐% ❞❛♥, ❧❛ ,❡❝%✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳✶✱ ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ &6❞✉✐%❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥,✐♦♥ ❞❡
❝❤❛&❣❡ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& 8 ❝❛♣❛❝✐%6, ✢♦%%❛♥%❡, ❋❈ 8 N ♥✐✈❡❛✉① ,✬6❝&✐% ,♦✉, ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
V ′ln = kFC(F ⊗ SFC)αi3bras . ✭✸✳✶✺✮
kFC ✿ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥% ❧✐6 8 ❧❛ ,%&✉❝%✉&❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ✉%✐❧✐,6✱ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥,✐♦♥ ❞✉ ❜✉,✲❞❝ E
❡% ❞✉ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥,✐♦♥✱ αi3bras ❡,% ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ 3(N − 1)✱ F
❡,% ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ &6❞✉✐%❡ ❞❡ ❧✐❛✐,♦♥✱ V ′ln =
[
Van Vbn
]T
❡% SFC =
[
1 . . . 1
]
❡,% ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❧✐❣♥❡
❞❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ (N − 1)✳
◆♦✉, &❛♣♣❡❧♦♥, H✉❡ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& 8 N ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥,✐♦♥✱ ❝❤❛H✉❡ ❜&❛, ❝♦♥%✐❡♥%
✭N − 1✮ ❝❡❧❧✉❧❡, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡% ❞♦♥❝ ✭N − 1✮ &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐H✉❡,✳
❊♥ ✉%✐❧✐,❛♥% ❧❛ ♥♦%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣,❡✉❞♦✲✐♥✈❡&,❡✱ ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥, ❞❡ ❧✬6H✉❛✲
%✐♦♥ ✸✳✶✺ ,✬6❝&✐% ,♦✉, ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
αi3bras =
1
kFC
(F ⊗ SFC)†V ′ref +
(
I3(N−1) − (F ⊗ SFC)†(F ⊗ SFC)
)
z, ✭✸✳✶✻✮
❛✈❡❝ V ′ref =
[
Vanref Vbnref
]T
✳
❊♥ ✉%✐❧✐,❛♥% ❧❡, ♣&♦♣&✐6%6, ❞✉ ♣&♦❞✉✐% ❞❡ ❑&♦♥❡❝❦❡& ✐❧❧✉,%&6❡, ❞❛♥, ❬✽✷❪ ❡% ❬✾✵❪ %❡❧❧❡, H✉❡ ✿
(A⊗ C)(B ⊗D) = AB ⊗ CD, ✭✸✳✶✼✮
❡% ❞❛♥, ❬✽✶❪ ❡% ❬✾✹❪ %❡❧❧❡, H✉❡ ✿
(A⊗ B)† = A† ⊗ B†. ✭✸✳✶✽✮
❆❧♦&, ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ✭✸✳✶✻✮ ❞❡✈✐❡♥% ✿
αi3bras =
1
kFC
(F † ⊗ S†FC)V ′ref +
(
I3(N−1) − (F †F ⊗ S†FCSFC)
)
z. ✭✸✳✶✾✮
❈❡%%❡ ,♦❧✉%✐♦♥ ❝♦♥%✐❡♥% ❞❡✉① ♣❛&%✐❡,✱ ✉♥❡ ♣❛&%✐❡ ✜①❡ α0 ❡% ✉♥❡ ♣❛&%✐❡ ❧✐❜&❡ αd %❡❧❧❡ H✉❡ ✿
αi3bras = α0 + αd. ✭✸✳✷✵✮
α0 ❝♦&&❡,♣♦♥❞ 8
1
kFC
(F † ⊗ S†FC)V ′ref ❡% αd ❝♦&&❡,♣♦♥❞ 8
(
I3(N−1) − (13F ⊗ S†FCSFC)
)
z✳
❉❛♥, ♥♦%&❡ H✉W%❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞X❧❡ ❣6♥6&✐H✉❡✱ ✐❧ ❡,% ✐♠♣♦&%❛♥% ❞❡ ❝♦♥♥❛✐%&❡ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❞❡❣&6
❞❡ ❧✐❜❡&%6 8 ❡①♣&✐♠❡& ❧♦&, ❞❡ ❧❛ &6,♦❧✉%✐♦♥ ❞✉ ,②,%X♠❡ ❧✐♥6❛✐&❡✳ ❊♥ ❞6✜♥✐,,❛♥% DDL ❝♦♠♠❡
6%❛♥% ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❉❡❣&6 ❉❡ ▲✐❜❡&%6✱ Nc ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡% Rg ❧❡ &❛♥❣✱ ❛❧♦&, ✿
DDL = Nc(F ⊗ SFC)−Rg(F ⊗ SFC). ✭✸✳✷✶✮
❊◆■❚✲▲●] ✷✵✶✻ ✶✶✺
❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥,
❊% ❞♦♥❝✱ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐7&❡ ❣9♥9&❛❧❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❞❡❣&9, ❞❡ ❧✐❜❡&%9 DDL✱ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬✉♥❡
❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& : ❝❛♣❛❝✐%9, ✢♦%%❛♥%❡, : N ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥,✐♦♥✱ ,✬❡①♣&✐♠❡ ❝♦♠♠❡ ,✉✐% ✿
DDL = 3(N − 1)− 2. ✭✸✳✷✷✮
❘❛♣♣❡❧♦♥, B✉❡ ❧❡ Rg(SFC) = 1✱ ❛✐♥,✐ B✉❡ F =
[
2 −1 −1
−1 2 −1
]
❡% ❧❡ Rg(F ) = 2✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡,
♣&♦♣&✐9%9, ❞✉ ♣&♦❞✉✐% ❞❡ ❑&♦♥❡❝❦❡& ❞9✜♥✐❡ ❞❛♥, ❧❛ ,❡❝%✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳✶ ❞✉ ❞❡✉①✐7♠❡ ❝❤❛♣✐%&❡✱ ❛❧♦&,
Rg(F ⊗ SFC) = 2✳
❊♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥,✐♦♥ ❡% ❧❛ ,%&✉❝%✉&❡ ✐♠❜&✐B✉9❡ ✉%✐❧✐,9❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜&❡
❞❡ ❞❡❣&9, ❞❡ ❧✐❜❡&%9 DDL✱ ♣♦✉& ❧❡ ,②,%7♠❡ ✉%✐❧✐,❛♥% ❧❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐B✉❡,✱ ❡,% %♦✉❥♦✉&, 9❣❛❧ :
(3N − 5) ♣♦✉& ❞❡, ♦♥❞✉❧❡✉&, %&✐♣❤❛,9, ♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉①✳ ❈❡, ❞❡❣&9, ❞❡ ❧✐❜❡&%9 ✐♥%❡&✈✐❡♥♥❡♥% ,✉& ❧❛
♣❛&%✐❡ ❧✐❜&❡ ❞❡ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥, ❞❡ ❧✬9B✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✶✾✮ ❡% ✐❧, ,♦♥% ❧✐9, ❛✉ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ %❡♥,✐♦♥✳
◆♦✉, ♣♦✉✈♦♥, ❝♦♥,%❛%❡& B✉❡ ♣♦✉& ❧❡ ♣❛&❛♠7%&❡ z ❞❡ ❧❛ ♣❛&%✐❡ ❧✐❜&❡ ❞❡ ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ✭✸✳✶✾✮ ❞❡
❞✐♠❡♥,✐♦♥ 3N ✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, (3N − 5) ❞❡❣&9, ❞❡ ❧✐❜❡&%9✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉% M%&❡ ❡①♣❧✐B✉9 ♣❛& ❧❡ ❢❛✐% B✉✬✐❧ ②
❛ ♠♦✐♥, ❞❡ ❞❡❣&9, ❞❡ ❧✐❜❡&%9 B✉❡ ❞❡ ♣❛&❛♠7%&❡, : ❞9✜♥✐& ❞❛♥, z✱ ❞♦♥❝✱ ❝❡❧❛ ❧❛✐,,❡ ❡♥✈✐,❛❣❡& ✉♥❡
♠❡✐❧❧❡✉&, ❡①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡
(
I3(N−1) − (F †F ⊗ S†FCSFC)
)
♣♦✉& ❧✬❡①♣❧♦✐%❛%✐♦♥ ❞❡, ❞❡❣&9, ❞❡ ❧✐❜❡&%9✳
▼♦❞#❧❡ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉) ❋❈ ❧✐- ❛✉① ✐♥01❛♥10 ❞❡ ❝♦♠♠✉1❛1✐♦♥
❘❛♣♣❡❧♦♥, B✉❡ ❧✬9B✉❛%✐♦♥ ❞✉ ,②,%7♠❡ ❧✐♥9❛✐&❡ ❝♦♠♣❛%✐❜❧❡ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞❡ ❧✬✉%✐❧✐,❛%✐♦♥ ❞❡,
✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ,✬9❝&✐% ❝♦♠♠❡ ,✉✐% ✿
V ′ln = kFC(F ⊗ JFC)τj3bras . ✭✸✳✷✸✮
JFC =
[
(N − 1) (N − 2) . . . 0]✱ B✉✐ ❡,% ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ N ✱ τj3bras ❡,% ✉♥
✈❡❝%❡✉& ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ 3N ❡% kFC =
E
3(N−1) ✳
❊♥ ❛♣♣❧✐B✉❛♥% ❧❛ ♥♦%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣,❡✉❞♦✲✐♥✈❡&,❡ ,✉& ❧✬9B✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✷✸✮✱ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ,♦❧✉%✐♦♥,
,✬9❝&✐% ,♦✉, ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
τj3bras =
1
kFC
(F ⊗ JFC)†V ′ref +
(
I3N − (F ⊗ JFC)†(F ⊗ JFC)
)
z, ✭✸✳✷✹✮
♦P z ❡,% ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❛&❜✐%&❛✐&❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ 3N ✳
◗✉✐ ♣❡✉% M%&❡ 9❝&✐%❡ ❡♥ ✉%✐❧✐,❛♥% ❧❡, ♣&♦♣&✐9%9, ❞✉ ♣&♦❞✉✐% ❞❡ ❑&♦♥❡❝❦❡& ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐7&❡
,✉✐✈❛♥%❡ ✿
τj3bras =
1
kFC
(F † ⊗ J†FC)V ′ref +
(
I3N − (F †F ⊗ J†FCJFC)
)
z. ✭✸✳✷✺✮
❉❡ ❧❛ ♠M♠❡ ♠❛♥✐7&❡ B✉❡ ♣&9❝9❞❡♠♠❡♥%✱ ❧♦&,B✉✬♦♥ ✐♥%&♦❞✉✐% ❧❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✱
❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❞❡❣&9, ❞❡ ❧✐❜❡&%9 ❡,% ❞9✜♥✐ %❡❧ B✉❡ ✿
✶✶✻ ❊◆■❚✲▲●Y ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥,
DDL = Nc(F ⊗ JFC)−Rg(F ⊗ JFC). ✭✸✳✷✻✮
❘❛♣♣❡❧♦♥, 9✉❡ ❧❡ Rg(JFC) = 1✱ ❛✐♥,✐ 9✉❡ Rg(F ) = 2✱ ❞♦♥❝ Rg(F ⊗ JFC) = 2✳
❉♦♥❝ ❛✉ ✜♥❛❧✱ ♥♦✉, ♣♦✉✈♦♥, ❝♦♥❝❧✉&❡ 9✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ DDL ❡,% ❧✐? ❛✉ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉①✳
DDL = 3N − 2. ✭✸✳✷✼✮
◆♦✉, ♣♦✉✈♦♥, ❝♦♥,%❛%❡& 9✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❞❡❣&?, ❞❡ ❧✐❜❡&%? DDL ❞❛♥, ❧❡, ❞❡✉① ❛♣♣&♦❝❤❡,
?%✉❞✐?❡, ✭❝❛, ❞✬✉%✐❧✐,❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▼▲■ ,✐♥✉,♦G❞❛❧❡ ❡% ❝❛, ❞✬✉%✐❧✐,❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❱▼✮ ❡,% ❞✐✛?&❡♥%✳
❉❛♥, ❧❡ ❝❛, ♦K ❧❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐9✉❡, ,♦♥% ✉%✐❧✐,?,✱ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❞❡❣&?, ❞❡ ❧✐❜❡&%? ❡,% ✐♥❢?&✐❡✉&
N ❝❡❧✉✐ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬✉%✐❧✐,❛%✐♦♥ ❞❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✳ ■❧ ❡,% ❝♦♥,%❛%❛❜❧❡ N ♣&❡♠✐O&❡ ✈✉❡
9✉❡ ❧❛ ♠?%❤♦❞❡ ❞✬✉%✐❧✐,❛%✐♦♥ ❞❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ♦✛&❡ ✉♥❡ ♣❧✉, ❣&❛♥❞❡ ❝❛♣❛❝✐%? ❞❡
&?❣❧❛❣❡✳
✸✳✹✳✶✳✷ ❖♥❞✉❧❡✉+ ❍✲❇+✐❞❣❡
◆♦✉, ♣♦✉✈♦♥, ?%❡♥❞&❡ ❧❛ ❞?♠❛&❝❤❡ ✉%✐❧✐,?❡ ,✉& ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ❋❈✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥, 9✉❡ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛,
❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& ❍✲❇&✐❞❣❡✱ N ❡,% %♦✉❥♦✉&, ✐♠♣❛✐&✳
▼♦❞3❧❡ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉+ ❡♥ ♣♦♥6 ❡♥ ❍ ❧✐7 ❛✉① +❛♣♣♦+6: ❝②❝❧✐=✉❡:
▲✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥,✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛&❣❡ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& ❡♥ ❝❛,❝❛❞❡ ✭♣♦♥% ❡♥ ❍✮ N N ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
%❡♥,✐♦♥✱ ?%❛❜❧✐❡ ❞❛♥, ❧❛ ,❡❝%✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳✷✱ ,✬?❝&✐% ,♦✉, ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
V ′ln = kH(F ⊗ SH)αi3bras , ✭✸✳✷✽✮
❛✈❡❝ SH = [1 − 1 1... − 1] ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ ✭N − 1✮ ❡% αi3bras ✉♥ ✈❡❝%❡✉&
❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ 3(N − 1)✳
❉♦♥❝ ❡♥ ❛♣♣❧✐9✉❛♥% ❧❛ ♥♦%✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡&,❡ ❣?♥?&❛❧✐,?❡ ,✉& ❧✬?9✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✷✽✮✱ ❡% ❡♥ ,✉✐✈❛♥% ❧❛
♠W♠❡ ♣&♦❝?❞✉&❡ 9✉❡ ♣♦✉& ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ❋❈✱ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥, ❡,% ❡①♣&✐♠? ❝♦♠♠❡ ,✉✐% ✿
αi3bras =
1
kH
(F † ⊗ S†H)V ′ref +
(
I3(N−1) − (F †F ⊗ S†HSH)
)
z. ✭✸✳✷✾✮
❘❛♣♣❡❧♦♥, ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ♣❡&♠❡%%❛♥% ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡, ❞❡❣&?, ❞❡ ❧✐❜❡&%? ✿
DDL = Nc(F ⊗ SH)−Rg(F ⊗ SH). ✭✸✳✸✵✮
◆♦✉, ❝♦♥,%❛%♦♥, 9✉❡ ❧❡ Rg(SH) = 1✱ ❛✐♥,✐ 9✉❡ Rg(F ) = 2✱ ❞♦♥❝ Rg(F ⊗ SH) = 2✳
❆ %&❛✈❡&, ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ✭✸✳✸✵✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❞❡❣&?, ❞❡ ❧✐❜❡&%? ♣❡✉% W%&❡ ❝❛❧❝✉❧? ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉,%&?
❞❛♥, ❧✬?9✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✸✶✮✳
DDL = 3N − 5. ✭✸✳✸✶✮
❊◆■❚✲▲●^ ✷✵✶✻ ✶✶✼
❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥,
❉❡ ❧❛ ♠5♠❡ ♠❛♥✐6&❡ 7✉❡ ♣&8❝8❞❡♠♠❡♥%✱ ♥♦✉, ❝♦♥,%❛%♦♥, 7✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❞❡❣&8, ❞❡ ❧✐❜❡&%8✱
❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬✉%✐❧✐,❛%✐♦♥ ❞❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐7✉❡,✱ ❡,% ✐♥❢8&✐❡✉& ? ❧❛ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ ❞✉ ♣❛&❛♠6%&❡ z ❞❡
❧❛ ♣❛&%✐❡ ❧✐❜&❡ ❞❡ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥,✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉% ,❡ ❥✉,%✐✜❡& ♣❛& ❧❡ ❢❛✐% 7✉✬✐❧ ② ❛ ♠♦✐♥, ❞❡
❞❡❣&8, ❞❡ ❧✐❜❡&%8 7✉❡ ❞❡ ♣❛&❛♠6%&❡, ? ❞8✜♥✐& ❞❛♥, z✳
▼♦❞#❧❡ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉) ❡♥ ♣♦♥+ ❡♥ ❍ ❧✐. ❛✉① ✐♥1+❛♥+1 ❞❡ ❝♦♠♠✉+❛+✐♦♥
❈♦♥❝❡&♥❛♥% ❧✬8%✉❞❡ ❞✉ ♠♦❞6❧❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❡♥ ❝❛,❝❛❞❡ ❡♥ ✉%✐❧✐,❛♥% ❧❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛✲
%✐♦♥✱ &❛♣♣❡❧♦♥, 7✉❡ ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥,✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛&❣❡ V ′ln 8%❛❜❧✐❡ ❞❛♥, ❧❛ ,❡❝%✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳✷ ,✬8❝&✐%
,♦✉, ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
V ′ln = kH(F ⊗ JH)τj3bras , ✭✸✳✸✷✮
♦G kH =
E
3
✱ JH =
[
N−1
2
N−3
2
. . . −N+1
2
]
❡,% ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ N ✭N ❡,% %♦✉❥♦✉&,
✐♠♣❛✐&✮✱ τj3bras ❡,% ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ 3N ✳
❉♦♥❝ ❡♥ ✉%✐❧✐,❛♥% ❧✬♦✉%✐❧ ♠❛%❤8♠❛%✐7✉❡✱ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ,♦❧✉%✐♦♥, ❞❡ ❧✬87✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✸✷✮ ,✬8❝&✐%
❝♦♠♠❡ ,✉✐% ✿
τj3bras =
1
kH
(F † ⊗ J†H)V ′ref +
(
I3N − (F †F ⊗ J†HJH)
)
z. ✭✸✳✸✸✮
❊% ❛✉ ✜♥❛❧✱ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ DDL ❞❡, ♦♥❞✉❧❡✉&, ❡♥ ❝❛,❝❛❞❡ ♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉① ✭❡♥ ♣♦♥% ❡♥ ❍✮ ❞❛♥,
❧❡ ❝❛, ❞✬✉%✐❧✐,❛%✐♦♥ ❞❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡,% 8❣❛❧ ? ✭3N − 2✮ 7✉❡❧ 7✉❡ ,♦✐% ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥,✐♦♥✳
❇✐❧❛♥ ✿
▲✬8%✉❞❡ ❡✛❡❝%✉8❡ ❞❛♥, ❝❡%%❡ ♣❛&%✐❡ ♣❡&♠❡% ❞❡ ♠♦♥%&❡& ❧❛ ❣8♥8&✐❝✐%8 ❞❡ ❧✬❛♣♣&♦❝❤❡ ,✉✐✈✐❡ ❛✐♥,✐
7✉❡ ❧✬87✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ✈✐,✲?✲✈✐, ❞❡, ❞❡❣&8, ❞❡ ❧✐❜❡&%8✱ ❡♥%&❡ ❧✬❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ? ❝❛♣❛❝✐%8,
✢♦%%❛♥%❡, ❡% ❝❡❧❧❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❡♥ ♣♦♥% ❡♥ ❍ ? N ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥,✐♦♥✳ ▲❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❞❡❣&8, ❞❡
❧✐❜❡&%8 ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬✉%✐❧✐,❛%✐♦♥ ❞❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐7✉❡, ❡,% ✐❞❡♥%✐7✉❡ ♣♦✉& ❧❡, ❞❡✉① ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡,✳
■❧ ❡♥ ❡,% ❞❡ ♠5♠❡ ♣♦✉& ❧❡ ❝❛, ❞✬✉%✐❧✐,❛%✐♦♥ ❞❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✳
▲♦&,7✉❡ ❛✉❝✉♥ ♠♦❞6❧❡ ♥❡ ♣❡✉% 5%&❡ 8%❛❜❧✐ ❞✐&❡❝%❡♠❡♥% ♣❛& ❧✬✉%✐❧✐,❛%✐♦♥ ❞❡, &❛♣♣♦&%, ❝②✲
❝❧✐7✉❡,✱ ✐❧ ❡,% ♥8❝❡,,❛✐&❡ ❞❡ ♣❛,,❡& ♣❛& ❧✬✉%✐❧✐,❛%✐♦♥ ❞❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✱ 7✉✐ ,♦♥% ❧✐8,
❛✉① &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐7✉❡, ✈✐❛ ✉♥❡ ♠❛%&✐❝❡✱ ? %&❛✈❡&, ❧❛7✉❡❧❧❡ ❧❡ ♠♦❞6❧❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡, &❛♣♣♦&%, ❝②✲
❝❧✐7✉❡, ❡,% ❛❜♦✉%✐✳ ▲✬❛✈❛♥%❛❣❡ ❞✬✉%✐❧✐,❡& ❧❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ,❡ ,✐%✉❡ ❞❛♥, ❧❡ ♥♦♠❜&❡
8❧❡✈8 ❞❡ ❞❡❣&8, ❞❡ ❧✐❜❡&%8 ♣❛& &❛♣♣♦&% ? ❧✬✉%✐❧✐,❛%✐♦♥ ❞❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐7✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ ❧❛ ❞✐✣✲
❝✉❧%8 &8,✐❞❡ ❞❛♥, ❧✬✐❞❡♥%✐✜❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❡, ❞❡❣&8, ❞❡ ❧✐❜❡&%8✳
❏✉,7✉✬? ♣&8,❡♥% ♥♦✉, ❛✈♦♥, ♣✉ &❛✐,♦♥♥❡& ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜&❡ 7✉❡❧❝♦♥7✉❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ✭N✮ ♣♦✉&
❧❡, ♦♥❞✉❧❡✉&, ? ❝❛♣❛❝✐%8, ✢♦%%❛♥%❡, ❡% ❝❡✉① ❡♥ ❝❛,❝❛❞❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥% ♣♦✉& ❝❡&%❛✐♥❡, ,%&✉❝%✉&❡,
%❡❧❧❡, 7✉❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ❞✉ %②♣❡ ◆Q❈ ❡% ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ❞❡ %②♣❡ ▼▼❈✱ ✐❧ ♥✬❡,% ♣❛, 8✈✐❞❡♥% ❞❡ ,✉✐✈&❡ ❧❛
♠5♠❡ ❞8♠❛&❝❤❡ ❡♥ &❛✐,♦♥ ❞❡ ❧❡✉& ❝♦♠♣❧❡①✐%8 ❡% ❞✐✣❝✉❧%8 ? ♦❜%❡♥✐& ❧❛ ❣8♥8&❛❧✐,❛%✐♦♥✳
✶✶✽ ❊◆■❚✲▲●Q ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥,
✸✳✹✳✷ ❊①♣'❡))✐♦♥) ❞❡) ❡♥)❡♠❜❧❡) ❞❡ )♦❧✉2✐♦♥) 3 ♣❛'2✐' ❞❡) ♠♦❞5❧❡)
♠♦②❡♥) ❞✬♦♥❞✉❧❡✉') 2'✐♣❤❛)9) 3 3 ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ 2❡♥)✐♦♥
❉✉&❛♥% ❧❛ ♣&5❝5❞❡♥%❡ 5%✉❞❡✱ ✉♥❡ ❣5♥5&❛❧✐,❛%✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞9❧❡ : N ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥,✐♦♥ : 5%5 ❢❛✐%❡
,✉& ❞❡✉① ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡, ♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉①✳ ❉❛♥, ❝❡ =✉✐ ,✉✐%✱ ♥♦✉, ❛❧❧♦♥, ❡✛❡❝%✉❡& ❧❛ ♠?♠❡ ❞5♠❛&❝❤❡
,✉& ❝❡&%❛✐♥❡, ,%&✉❝%✉&❡,✱ ❞♦♥% ❧❛ ❣5♥5&❛❧✐,❛%✐♦♥ : N ♥✐✈❡❛✉① ♥✬❡,% ♣❛, ♣♦,,✐❜❧❡✱ ❡♥ ❝♦♥,✐❞5&❛♥%
✉♥ ♥♦♠❜&❡ ✜♥✐ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✿ N = 3✳
✸✳✹✳✷✳✶ ❈❛' ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉/ 0 ❞✐♦❞❡' ❝❧❛♠♣5❡'
❊♥ ❢♦♥❝8✐♦♥ ❞❡' ✐♥'8❛♥8' ❞❡ ❝♦♠♠✉8❛8✐♦♥ ✿
▲❛ ♣❛&%✐❝✉❧❛&✐%5 ❞❡ ❝❡%%❡ ,%&✉❝%✉&❡ ♣❛& &❛♣♣♦&% : ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& : ❋❈ ❡,% ❧✬❛♣♣❛&✐%✐♦♥
❞✉ ❝❛, ✐♥❞5✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉,%&5 ❞❛♥, ❧❡ %❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷✳ ❆✜♥ ❞✬5✈✐%❡& ❝❡ ❝❛,✱ ✐❧ ❢❛✉% &❛❥♦✉%❡& ✉♥❡
❝♦♥%&❛✐♥%❡ ❞❡ %❡❧❧❡ ,♦&%❡ : ❛✈♦✐& ❧❡ %❡♠♣, ❞❡ ❝♦♥❞✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥%❡&&✉♣%❡✉& K1 ✐♥❢5&✐❡✉& ❛✉ %❡♠♣,
❞❡ ❝♦♥❞✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥%❡&&✉♣%❡✉& K2✳ ❈❡%%❡ ❝♦♥%&❛✐♥%❡ ❡,% ♣❧✉, ,✐♠♣❧❡ : ❛♣♣❧✐=✉❡& ❡♥ ♣❛,,❛♥% ♣❛&
❧✬✉%✐❧✐,❛%✐♦♥ ❞❡, %❡♠♣, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ♣♦✉& ❝❤❛=✉❡ ,5=✉❡♥❝❡✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉, ❧✬❛✈♦♥, 5%❛❜❧✐ ♣&5❝5❞❡♠♠❡♥%✱ ❞❛♥, ❧❛ ,❡❝%✐♦♥ ✷✳✸✳✹ ❞✉ ❞❡✉①✐9♠❡ ❝❤❛♣✐%&❡✱
❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥,✐♦♥ ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ τj3bras ❞❛♥, ❧❡ ❝❛,
❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& ◆K❈ : %&♦✐, ♥✐✈❡❛✉①✱ ,✬5❝&✐% ,♦✉, ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
V ′ln = kNPCD
′
NPCτ
τj3bras . ✭✸✳✸✹✮
❛✈❡❝ kNPC =
E
6
✱ D′NPCτ = (F ⊗ JNPC) ❡% JNPC =
[
1 0 −1]✳
▲❛ &5,♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❧✬5=✉❛%✐♦♥ ❞✉ ,②,%9♠❡ ❧✐♥5❛✐&❡ ❞5❝&✐% ❞❛♥, ✭✸✳✸✹✮ ♣❡&♠❡% ❞✬❡①♣&✐♠❡& ❧❡,
❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥, ❞❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡, %❡♥,✐♦♥, ❞❡ &5❢5&❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐9&❡ ,✉✐✈❛♥%❡ ✿
τj3bras =
1
kNPC
D′†NPCτV
′
ref + (I9 −D′†NPCτD′NPCτ )z. ✭✸✳✸✺✮
▲❛ ♠❛%&✐❝❡ D′†NPCτ ❡,% ❧❛ ♣,❡✉❞♦ ✐♥✈❡&,❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ D
′
NPCτ
❡% I9 ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ ✐❞❡♥%✐%5 ❞❡
❞✐♠❡♥,✐♦♥, 9✳
❘❛♣♣❡❧♦♥, =✉❡ ♣♦✉& ❝❤❛=✉❡ ❜&❛, ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, %&♦✐, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ :
❛♣♣❧✐=✉❡&✳
❊♥ &❡♠♣❧❛Q❛♥% ❧❡, ♠❛%&✐❝❡, D′†NPCτ ❡% D
′
NPCτ
♣❛& ❧❡✉&, ❡①♣&❡,,✐♦♥,✱ ❞5✜♥✐❡, ❞❛♥, ❆♥♥❡①❡
❇✱ ❞❛♥, ✭✸✳✸✺✮✱ ♥♦✉, ♦❜%❡♥♦♥, ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ τj3bras ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡,
%❡♥,✐♦♥, ❞❡ &5❢5&❡♥❝❡ V ′ref %❡❧❧❡ =✉❡ ✿
❊◆■❚✲▲●K ✷✵✶✻ ✶✶✾
❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥,
τj3bras =
1
6kNPC


1 0
0 0
−1 0
0 1
0 0
0 −1
−1 −1
0 0
1 1


V ′ref +
1
6


4 0 2 1 0 −1 1 0 −1
0 6 0 0 0 0 0 0 0
2 0 4 −1 0 1 −1 0 1
1 0 −1 4 0 2 1 0 −1
0 0 0 0 6 0 0 0 0
−1 0 1 2 0 4 −1 0 1
1 0 −1 1 0 −1 4 0 2
0 0 0 0 0 0 0 6 0
−1 0 1 −1 0 1 2 0 4


z , ✭✸✳✸✻✮
❛✈❡❝ τj3bras =
[
τa1 τ
a
2 τ
a
3 τ
b
4 τ
b
5 τ
b
6 τ
c
7 τ
c
8 τ
c
9
]T
.[
τa1 τ
a
2 τ
a
3
]
❝♦&&❡,♣♦♥❞❡♥% ❛✉① ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❛♣♣❧✐9✉:, ❛✉ ❜&❛, a✳[
τ b4 τ
b
5 τ
b
6
]
❝♦&&❡,♣♦♥❞❡♥% ❛✉① ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❛♣♣❧✐9✉:, ❛✉ ❜&❛, b✳[
τ c7 τ
c
8 τ
c
9
]
❝♦&&❡,♣♦♥❞❡♥% ❛✉① ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❛♣♣❧✐9✉:, ❛✉ ❜&❛, c✳
❊♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡) *❛♣♣♦*%) ❝②❝❧✐/✉❡) ✿
❈♦♠♠❡ ♥♦✉, ❧✬❛✈♦♥, ❞:❥> ❝♦♥,%❛%: ❛✉♣❛&❛✈❛♥% ❞❛♥, ❧❛ ,❡❝%✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳✶ ❞✉ ❝❤❛♣✐%&❡ ♣&:❝:❞❡♥%✱
✐❧ ❡①✐,%❡ ✉♥❡ ❡①♣&❡,,✐♦♥ ❧✐❛♥% ❧❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐9✉❡, ❡% ❧❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ✈✐❛ ✉♥❡
♠❛%&✐❝❡ ❛♣♣❡❧:❡ BNPC ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❞❡ %②♣❡ ◆E❈✳ ❉♦♥❝ ❞❛♥, ❝❡ ❝❛,✱ ♥♦✉, ♣♦✉✈♦♥,
❛✉,,✐ :%❛❜❧✐& ❧✬:9✉❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ ,②,%G♠❡ ❧✐♥:❛✐&❡ ❧✐❛♥% ❧❡, %❡♥,✐♦♥, &:❞✉✐%❡, ❛✉① &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐9✉❡,
V ′ln = f(αi3bras) ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▼▲■ ,✐♥✉,♦K❞❛❧❡✳
❉♦♥❝ ❛✜♥ ❞✬❡①♣&✐♠❡& ❧❛ %❡♥,✐♦♥ V ′ln ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐9✉❡,✱ ✐❧ ❢❛✉% ❛♣♣❧✐9✉❡& ❧❛
♥♦%✐♦♥ ❞✬✐♥✈❡&,❡, ❣:♥:&❛❧✐,:❡, > ❧✬:9✉❛%✐♦♥ ❧✐❛♥% ❧❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐9✉❡, ❛✉① ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉✲
%❛%✐♦♥ %❡❧❧❡ 9✉❡ ✿
αi3bras = BNPCτj3bras , ✭✸✳✸✼✮
❛✈❡❝ BNPC ❡,% ❞:✜♥✐❡ %❡❧ 9✉❡ ✿
BNPC =


1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0


. ✭✸✳✸✽✮
❊♥ ✈✉ ❞❡ ❧❛ ,✐♥❣✉❧❛&✐%: ❞❡ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ BNPC ✱ ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡♥
❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐9✉❡, ❡,% ❞:✜♥✐❡ ❡♥ ✉%✐❧✐,❛♥% ❧❛ &:,♦❧✉%✐♦♥ ❞✉ ,②,%G♠❡ ❧✐♥:❛✐&❡ ❝♦♠♠❡
,✉✐% ✿
τj3bras = B
†
NPCαi3bras + (I9 − B†NPCBNPC)z. ✭✸✳✸✾✮
✶✷✵ ❊◆■❚✲▲●E ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥,
❛✈❡❝ z ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❞❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ 3N ✳
❉♦♥❝✱ ❡♥ &❡♠♣❧❛8❛♥% ❧✬:;✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✸✾✮ ❞❛♥, ✭✸✳✸✹✮✱ ♦♥ ❛❜♦✉%✐ @ ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ,✉✐✈❛♥%❡ ✿
V ′ln = kNPCD
′
NPCτ
(
B†NPCαi3bras + (I9 − B†NPCBNPC)z
)
= kNPCLNPCαi3bras + kNPCGNPCz,
✭✸✳✹✵✮
❛✈❡❝ LNPC = D
′
NPCτ
B†NPC ❡% GNPC = D
′
NPCτ
(I9 − B†NPCBNPC)✳
❆✉ ✜♥❛❧ ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥,✐♦♥ ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❡,% ❞♦♥♥:❡ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐;✉❡, ✿
V ′ln =
kNPC
6
[
2 0 −1 0 −1 0
−1 0 2 0 −1 0
]
αi3bras +
kNPC
6
[
0 0 −2 0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 0 −2 0 0 1
]
z .
✭✸✳✹✶✮
❈❡%%❡ ❡①♣&❡,,✐♦♥ ♣❡✉% I%&❡ :❝&✐%❡ ❛✉%&❡♠❡♥% ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐J&❡ ,✉✐✈❛♥%❡ ✿
V ′ln =
kNPC
6
(F ⊗ SNPC1)αi3bras +
kNPC
6
(F ⊗ SNPC2)z, ✭✸✳✹✷✮
❛✈❡❝ SNPC1 = [1 0] ❡% SNPC2 = [0 0 − 1]✳
▼❛✐♥%❡♥❛♥% ;✉❡ ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡ ❧✬:;✉❛%✐♦♥ ❞✉ ,②,%J♠❡ ❧✐♥:❛✐&❡ V ′ln = f(αi3bras) ❡,% ❞:✜♥✐❡✱
❧✬:%❛♣❡ ❞❡ &:,♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ,②,%J♠❡ ❡,% ♥:❝❡,,❛✐&❡ ❛✜♥ ❞✬❡①♣&✐♠❡& ❧❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐;✉❡, ❡♥
❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡, %❡♥,✐♦♥, ❞❡ &:❢:&❡♥❝❡✳ M♦✉& ❝❡❧❛ ❞❡✉① ♠:%❤♦❞❡, ,♦♥% ♣&♦♣♦,:❡, ✿
• ▲❛ ♣&❡♠✐J&❡ ❝♦♥,✐,%❡ @ ✐♥✈❡&,❡& ❞✐&❡❝%❡♠❡♥% ❧✬:;✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✹✷✮ ❡♥ ✉%✐❧✐,❛♥% ❧❛ ♥♦%✐♦♥ ❞✬✐♥✲
✈❡&,❡, ❣:♥:&❛❧✐,:❡,✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ ❝❡%%❡ ❣:♥:&❛%✐♦♥ ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥ ❢❛✐% ❛♣♣❡❧ @ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
✈❡❝%❡✉& ;✉❡❧❝♦♥;✉❡ z1 ;✉✐ ,✬❛❥♦✉%❡ @ ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ✭✸✳✹✷✮✱ ❞❛♥, ❝❡ ❝❛, ♥♦✉, ❛✉&♦♥, ❞❡✉①
✈❡❝%❡✉&, @ ❝❛❧❝✉❧❡& z ❡% z1✳ ❈❡%%❡ ,♦❧✉%✐♦♥ ❢❛✐% ❛♣♣❛&❛✐%&❡ ♣❧✉, ❞❡ ♣❛&❛♠J%&❡, ❞❡ &:❣❧❛❣❡
;✉❡ ❞❡ ❞❡❣&:, ❞❡ ❧✐❜❡&%:✳
• ▲❛ ❞❡✉①✐J♠❡ ♠:%❤♦❞❡✱ ;✉✐ ❡,% ❧❛ ♣❧✉, ,✐♠♣❧❡✱ ♣❡&♠❡% ❞❡ ❞:✜♥✐& ✉♥ ,❡✉❧ ✈❡❝%❡✉& ❞❡
♣❛&❛♠J%&❡, ❞❡ &:❣❧❛❣❡ z✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥,✐,%❡ @ &❡♠♣❧❛❝❡& ❧✬:;✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✸✺✮ ❞❛♥, ✿
αi3bras = BNPCτj3bras . ✭✸✳✹✸✮
❈❡ ;✉✐ ♥♦✉, ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐;✉❡, ❝♦♠♠❡ ,✉✐% ✿
αi3bras =
1
kNPC
BNPCD
†
NPCτ
V ′ref +BNPC(I9 −D†NPCτDNPCτ )z. ✭✸✳✹✹✮
❊% ❞❛♥, ❝❡ ❝❛,✱ ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥, αi3bras ,✬:❝&✐% ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐J&❡ ,✉✐✈❛♥%❡ ✿
αi3bras =
1
3kNPC


1 0
1 0
0 1
0 1
−1 −1
−1 −1


V ′ref +
1
3


2 0 1 1
2
0 −1
2
1
2
0 −1
2
2 3 1 1
2
0 −1
2
1
2
0 −1
2
1
2
0 −1
2
2 0 1 1
2
0 −1
2
1
2
0 −1
2
2 3 1 1
2
0 −1
2
1
2
0 −1
2
1
2
0 −1
2
2 0 1
1
2
0 −1
2
1
2
0 −1
2
2 3 1


z , ✭✸✳✹✺✮
❊◆■❚✲▲●M ✷✵✶✻ ✶✷✶
❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥,
♦4 ✿ αi3bras =
[
αa1 α
a
2 α
b
3 α
b
4 α
c
5 α
c
6
]T
,♦♥% ❞❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐8✉❡, ♣♦✉& ❧❡, %&♦✐, ❜&❛,
❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❞❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ ✻✳[
αa1 α
a
2
]T
❝♦&&❡,♣♦♥❞❡♥% ❛✉① &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐8✉❡, ❛♣♣❧✐8✉;, ❛✉ ❜&❛, a✳[
αb3 α
b
4
]T
❝♦&&❡,♣♦♥❞❡♥% ❛✉① &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐8✉❡, ❛♣♣❧✐8✉;, ❛✉ ❜&❛, b✳[
αc5 α
c
6
]T
❝♦&&❡,♣♦♥❞❡♥% ❛✉① &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐8✉❡, ❛♣♣❧✐8✉;, ❛✉ ❜&❛, c✳
◆♦✉, ♣♦✉✈♦♥, ✈♦✐& ❞❛♥, ❝❡%%❡ ,❡❝%✐♦♥ 8✉❡ ♠>♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ,%&✉❝%✉&❡ ♣❛&%✐❝✉❧✐?&❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉&
◆@❈✱ ❞❡✉① ♠♦❞?❧❡, ♣❡✉✈❡♥% >%&❡ ❞;✜♥✐❡, ❀ ✉♥ ♠♦❞?❧❡ ❞;✜♥✐,,❛♥% ❧❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥
❡% ✉♥ ♠♦❞?❧❡ ❞;✜♥✐,,❛♥% ❧❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐8✉❡, ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡, %❡♥,✐♦♥, ❞❡ &;❢;&❡♥❝❡✳
❉❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬✉%✐❧✐,❛%✐♦♥ ❞❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✱ ❧✬;8✉❛%✐♦♥ ❞✉ ,②,%?♠❡ ❧✐♥;❛✐&❡ ❡①✲
♣&✐♠❛♥% ❧❡, %❡♥,✐♦♥, ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ,❡ ❢❛✐% ♣❛& ✉♥❡ ♠;%❤♦❞❡ ❞✐&❡❝%❡✳
❚❛♥❞✐, 8✉❡ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬✉%✐❧✐,❛%✐♦♥ ❞❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐8✉❡,✱ ❧❡ ♣❛,,❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ;%❛♣❡ ✐♥%❡&♠;❞✐❛✐&❡
❧✐❛♥% ❧❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐8✉❡, ❛✉① ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡,% ♥;❝❡,,❛✐&❡ ❛✜♥ ❞❡ %&♦✉✈❡& ❧✬;8✉❛%✐♦♥
❞✉ ,②,%?♠❡ ❧✐♥;❛✐&❡ ❡①♣&✐♠❛♥% ❧❡, %❡♥,✐♦♥, ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐8✉❡,✳
✸✳✹✳✷✳✷ ❈❛& ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉. ♠♦❞✉❧❛✐.❡ ♠✉❧1✐♥✐✈❡❛✉①
❊♥ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞❡& ✐♥&1❛♥1& ❞❡ ❝♦♠♠✉1❛1✐♦♥ ✿
▲✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥,✐♦♥ ❞❡ ❧✐❣♥❡ ♣♦✉& ❝❡ %②♣❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ▼▼❈ K %&♦✐, ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥,✐♦♥
♦❜%❡♥✉❡ ❞❛♥, ❧❛ ,❡❝%✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳✷ ,✬;❝&✐% ❝♦♠♠❡ ,✉✐% ✿
V ′ln = kMMCD
′
MMCτ
τj3bras , ✭✸✳✹✻✮
❛✈❡❝ kMMC =
E
3
✱ D′MMCτ = (F ⊗ JMMC) ❡% JMMC =
[
1 1
2
0
]
✳
❆✜♥ ❞✬❡①♣&✐♠❡& ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ,♦❧✉%✐♦♥, ❞❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡, %❡♥✲
,✐♦♥, ❞❡ &;❢;&❡♥❝❡✱ ❧❛ &;,♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❧✬;8✉❛%✐♦♥ ❞✉ ,②,%?♠❡ ❧✐♥;❛✐&❡ ❞;❝&✐%❡ ❞❛♥, ✭✸✳✹✻✮ ❡,% ♥;❝❡,✲
,❛✐&❡ ❡% ❡❧❧❡ ,✬;❝&✐% ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐?&❡ ,✉✐✈❛♥%❡ ✿
τj3bras =
1
kMMC
D′†MMCτV
′
ref + (I9 −D′†MMCτD′MMCτ )z. ✭✸✳✹✼✮
❊♥ &❡♠♣❧❛R❛♥% D′†MMCτ ❡% D
′
MMCτ
♣❛& ❧❡✉&, ✈❛❧❡✉&, ❞❛♥, ✭✸✳✹✼✮✱ ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡
❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ τj3bras ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡, %❡♥,✐♦♥, ❞❡ &;❢;&❡♥❝❡, V
′
ref ❡,% ♣&;,❡♥%;❡ %❡❧❧❡ 8✉❡ ✿
τj3bras =
1
15kMMC


4 0
2 0
0 0
0 4
0 2
0 0
−4 −4
−2 −2
0 0


V ′ref +
1
15


7 −4 0 4 2 0 4 2 0
−4 13 0 2 1 0 2 1 0
0 0 15 0 0 0 0 0 0
4 2 0 7 −4 0 4 2 0
2 1 0 −4 13 0 2 1 0
0 0 0 0 0 15 0 0 0
4 2 0 4 2 0 7 −4 0
2 1 0 2 1 0 −4 13 0
0 0 0 0 0 0 0 0 15


z . ✭✸✳✹✽✮
✶✷✷ ❊◆■❚✲▲●@ ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥,
◆♦✉, ♣♦✉✈♦♥, ❝♦♥,%❛%❡& 7✉❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ▼▼❈ ❝♦♥%✐❡♥% ♥❡✉❢ ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥, ❛♣✲
♣❧✐7✉<, = ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ❝♦♠♣❧❡% ✿
τj3bras =
[
τa1 τ
a
2 τ
a
3 τ
b
4 τ
b
5 τ
b
6 τ
c
7 τ
c
8 τ
c
9
]T
.[
τa1 τ
a
2 τ
a
3
]T
❝♦&&❡,♣♦♥❞❡♥% ❛✉① ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❛♣♣❧✐7✉<, ❛✉ ❜&❛, a✳[
τ b4 τ
b
5 τ
b
6
]T
❝♦&&❡,♣♦♥❞❡♥% ❛✉① ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❛♣♣❧✐7✉<, ❛✉ ❜&❛, b✳[
τ c7 τ
c
8 τ
c
9
]T
❝♦&&❡,♣♦♥❞❡♥% ❛✉① ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❛♣♣❧✐7✉<, ❛✉ ❜&❛, c✳
❊♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡) *❛♣♣♦*%) ❝②❝❧✐/✉❡) ✿
❈♦♠♠❡ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❞❡ %②♣❡ ◆@❈✱ ✐❧ ❡①✐,%❡ ✉♥❡ ❡①♣&❡,,✐♦♥ ❧✐❛♥% ❧❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡
❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❛✉① &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐7✉❡, ✈✐❛ ✉♥❡ ♠❛%&✐❝❡ BMMC ✳ ❆ %&❛✈❡&, ❝❡%%❡ ❡①♣&❡,,✐♦♥✱ ♥♦✉,
♣♦✉✈♦♥, ❞<❞✉✐&❡ ❧✬<7✉❛%✐♦♥ ❞✉ ,②,%C♠❡ ❧✐♥<❛✐&❡ ♣❡&♠❡%%❛♥% ❞✬❡①♣&✐♠❡& ❧❡, %❡♥,✐♦♥, &<❞✉✐%❡, ❡♥
❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐7✉❡, V ′ln = f(αi3bras)✳
❆✜♥ ❞❡ %&♦✉✈❡& ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥,✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐7✉❡,✱ ❧❛ ♥♦%✐♦♥ ❞❡,
✐♥✈❡&,❡, ❣<♥<&❛❧✐,<❡, ❡,% ❛♣♣❧✐7✉<❡ ,✉& ❧✬<7✉❛%✐♦♥ ,✉✐✈❛♥%❡ ✿
αi3bras = BMMCτj3bras , ✭✸✳✹✾✮
❛✈❡❝ BMMC ❞<✜♥✐❡ %❡❧❧❡ 7✉❡ ✿
BMMC =


1 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1


. ✭✸✳✺✵✮
❉❛♥, ❝❡ ❝❛,✱ ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐7✉❡,
❡,% ❞<✜♥✐❡✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐7✉❛♥% ❧❛ ♥♦%✐♦♥ ❞✬✐♥✈❡&,❡, ❣<♥<&❛❧✐,<❡, ,✉& ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ✭✸✳✹✾✮✱ ❝♦♠♠❡ ,✉✐% ✿
τj3bras = B
†
MMCαi3bras + (I9 − B†MMCBMMC)z. ✭✸✳✺✶✮
▲✬❡①♣&❡,,✐♦♥ &<❞✉✐%❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥,✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐7✉❡, ❡,% ❞<%❡&♠✐♥<❡ ❡♥
&❡♠♣❧❛O❛♥% ❧✬<7✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✺✶✮ ❞❛♥, ✭✸✳✹✻✮ ✿
V ′ln = kMMCD
′
MMCτ
(
B†MMCαi3bras+(I9−B†MMCBMMC)z
)
= kMMCLMMCαi3bras+kMMCGMMCz,
✭✸✳✺✷✮
❊◆■❚✲▲●@ ✷✵✶✻ ✶✷✸
❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥,
❛✈❡❝ LMMC = D
′
MMCτ
B†MMC ❡% GMMC = D
′
MMCτ
(I9 − B†MMCBMMC) = 0✳ ■❧ ❡,% &❡♠❛&7✉❛❜❧❡
7✉❡ ❝❡ ❞❡&♥✐❡& %❡&♠❡ ❡,% ♥✉❧✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥%✱ ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥,✐♦♥ ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❡,% ❞♦♥♥<❡ ❝♦♠♠❡ ,✉✐% ✿
V ′ln =
kMMC
2
[
2 2 0 0 −1 −1 0 0 −1 −1 0 0
−1 −1 0 0 2 2 0 0 −1 −1 0 0
]
αi3bras . ✭✸✳✺✸✮
❊♥ ✉%✐❧✐,❛♥% ❧❡ ♣&♦❞✉✐% ❞❡ ❑&♦♥❡❝❦❡&✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ✿
V ′ln =
kMMC
2
[
2 −1 −1
−1 2 −1
]
⊗ [1 1 0 0]αi3bras . ✭✸✳✺✹✮
◗✉✐ ♣❡✉% ,✬<❝&✐&❡ ,♦✉, ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
V ′ln =
kMMC
2
(F ⊗ SMMC)αi3bras , ✭✸✳✺✺✮
❛✈❡❝ SMMC =
[
1 1 0 0
]
✳
F♦✉& ♦❜%❡♥✐& ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ,♦❧✉%✐♦♥, ❞❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐7✉❡, ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡, %❡♥,✐♦♥, ❞❡
&<❢<&❡♥❝❡✱ ✐❧ ,✉✣% ❞❡ ♠✉❧%✐♣❧✐❡& ❧✬<7✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✹✼✮ ♣❛& BMMC ✳ ❉♦♥❝✱ ❛✉ ✜♥❛❧ ❧✬❡①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡,
&❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐7✉❡, ❡,% ❞♦♥♥<❡ ♣❛& ✿
αi3bras =
1
kMMC
BMMCD
′†
MMCVref +BMMC(I9 −D†
′
MMCD
′
MMC)z ✭✸✳✺✻✮
◗✉✐ ♣❡✉% M%&❡ ❞<%❛✐❧❧<❡ ❝♦♠♠❡ ,✉✐% ✿
αi3bras =
1
15kMMC


6 0
4 0
2 0
0 0
0 6
0 4
0 2
0 0
−6 −6
−4 −4
−2 −2
0 0


V ′ref +
1
15


3 9 0 6 3 0 6 3 0
7 −4 0 4 2 0 4 2 0
−4 13 15 2 1 0 2 1 0
0 0 15 0 0 0 0 0 0
6 3 0 3 9 0 6 3 0
4 2 0 7 −4 0 4 2 0
2 1 0 −4 13 15 2 1 0
0 0 0 0 0 15 0 0 0
6 3 0 6 3 0 3 9 0
4 2 0 4 2 0 7 −4 0
2 1 0 2 1 0 −4 13 15
0 0 0 0 0 0 0 0 15


z . ✭✸✳✺✼✮
♦N αi3bras =
[
αa1 α
a
2 α
a
3 α
a
4 α
b
5 α
b
6 α
b
7 α
b
8 α
c
9 α
c
10 α
c
11 α
c
12
]T
,♦♥% ❞❡, &❛♣♣♦&%, ❝②✲
❝❧✐7✉❡, ♣♦✉& ❧❡, %&♦✐, ❜&❛, ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✳[
αa1 α
a
2 α
a
3 α
a
4
]T
❝♦&&❡,♣♦♥❞❡♥% ❛✉① &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐7✉❡, ❛♣♣❧✐7✉<, ❛✉ ❜&❛, a✳[
αb5 α
b
6 α
b
7 α
b
8
]T
❝♦&&❡,♣♦♥❞❡♥% ❛✉① &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐7✉❡, ❛♣♣❧✐7✉<, ❛✉ ❜&❛, b✳
✶✷✹ ❊◆■❚✲▲●F ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥,
[
αc9 α
c
10 α
c
11 α
c
12
]T
❝♦&&❡,♣♦♥❞❡♥% ❛✉① &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐6✉❡, ❛♣♣❧✐6✉7, ❛✉ ❜&❛, c✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉, ♣♦✉✈♦♥, ❧❡ ❝♦♥,%❛%❡&✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ✶✷ &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐6✉❡, < ❞7✜♥✐& ♣♦✉& ❧❡, %&♦✐,
❜&❛, ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✱ ❡% ❝❤❛6✉❡ ❜&❛, ❝♦♥%✐❡♥% ✹ ❝❡❧❧✉❧❡, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡% ❞♦♥❝ ✹ &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐6✉❡,✳
❈♦♠♠❡ ♣♦✉& ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ❞❡ %②♣❡ ◆A❈✱ ✐❧ ❡①✐,%❡ ❛✉,,✐ ❞❡✉① ♠♦❞B❧❡, ♣♦✉& ❧❡ ❝❛, ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&
❞❡ %②♣❡ ▼▼❈✳ ❯♥ ♠♦❞B❧❡ ,❡ ❜❛,❛♥% ,✉& ❧❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡% ✉♥ ❛✉%&❡ ♠♦❞B❧❡ ,❡
❜❛,❛♥% ,✉& ❧❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐6✉❡,✳ ❈❡❧❛ ,✬❡①♣❧✐6✉❡ ♣❛& ❧❡ ❢❛✐% 6✉✬✐❧ ❡①✐,%❡ ✉♥❡ ❧✐❛✐,♦♥ ❡♥%&❡ ❝❡,
❞❡✉① ✈❛&✐❛❜❧❡,✳
✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥
❉❛♥, ❝❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ❧❛ &7,♦❧✉%✐♦♥ ❞✬✉♥ ,②,%B♠❡ ❧✐♥7❛✐&❡ ❛✐♥,✐ 6✉❡ ,❛ ♠✐,❡ ❡♥ G✉✈&❡ ,✉& ❧❡, ♠♦✲
❞B❧❡, ♠♦②❡♥, ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&, ♦♥% 7%7 ♣&7,❡♥%7❡,✳ ❈❡, ♦♥❞✉❧❡✉&, ❝♦♥❝❡&♥❡♥% ❧❛ %♦♣♦❧♦❣✐❡ < ❝❛♣❛❝✐%7,
✢♦%%❛♥%❡, ❡% ❝❡❧❧❡ ❡♥ ♣♦♥% ❡♥ ❍ < N ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥,✐♦♥✳
❉❡, ❡①❡♠♣❧❡, ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ,✉& ❞❡✉① ❛✉%&❡, ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡, ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& < %&♦✐, ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
%❡♥,✐♦♥ ♦♥% 7%7 ❡✛❡❝%✉7,✳ ■❧ ,✬❛❣✐% ❞❡ ❧❛ ,%&✉❝%✉&❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❞❡ %②♣❡ ◆A❈ ❡% ❝❡❧❧❡ ❞❡ %②♣❡
▼▼❈✳
▲✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ,♦❧✉%✐♦♥, ❡,% ❧✐7 ❛✉① &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐6✉❡, αi3bras = f(V
′
ref ) ♦✉ ❛✉① ✐♥,%❛♥%, ❞❡
❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ τj3bras = f(V
′
ref )✳
❏✉,6✉✬< ♣&7,❡♥%✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ♣✉ ♠♦♥%&❡& 6✉❡ %♦✉, ❧❡, %②♣❡, ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ,✬7❝&✐✈❡♥% ,♦✉, ❧❛ ❢♦&♠❡
❞✬✉♥ ,②,%B♠❡ ❧✐♥7❛✐&❡ ❝♦♠♣❛%✐❜❧❡ ❡% 6✉✬✐❧, ❛❞♠❡%%❡♥% ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥, ❡①♣&✐♠❛❜❧❡ ♣❛&
❧❛ ♥♦%✐♦♥ ❞✬✐♥✈❡&,❡, ❣7♥7&❛❧✐,7❡,✳
❆✜♥ ❞❡ &7,✉♠❡& ❧❡ %&❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝%✉7 ❞❛♥, ❝❡ ❝❤❛♣✐%&❡✱ ♥♦✉, ♣&♦♣♦,♦♥, ❧❡ ,❝❤7♠❛ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✸✳✸
❞❛♥, ❧❛6✉❡❧❧❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛❝%✐♦♥ ♣&❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❧❡ ♣&♦❝❡,,✉, ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ♦Q ❞❡, ✈❛&✐❛❜❧❡,
❞✬❡♥%&7❡ ✭❧❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐6✉❡, ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬✉♥❡ ▼▲■ ,✐♥✉,♦S❞❛❧❡ ❡% ❧❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥
❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞❡ ❧❛ ❙❱▼✮ ,♦♥% ✐♥❥❡❝%7❡,✳ ▲❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐6✉❡, ,♦♥% ❧✐7, ❛✉① %❡♥,✐♦♥, V ′ln ♣❛& ❧❛
♠❛%&✐❝❡ Dα ❡% ❧❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ,♦♥% ❧✐7, ❛✉① %❡♥,✐♦♥, ♣❛& ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ Dτ ✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡,
%❡♥,✐♦♥, ❛♣♣❧✐6✉7❡, ❛✉ ♠♦❞B❧❡ ❞❡ ❝❤❛&❣❡ ♣❡&♠❡%%❡♥% ❞❡ &❡♥❞&❡ ❝♦♠♣%❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥% ❞❡ ❧❛
❝❤❛&❣❡✳
❆ ♣❛&%✐& ❞✉ ♠♦❞B❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐,,❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛&❣❡ ❡% ❞✉ ❝♦♥✈❡&%✐,,❡✉&✱ ✉♥ ♣✐❧♦%❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡♥✲
,❡♠❜❧❡ ♥✬❡,% ♣♦,,✐❜❧❡ 6✉❡ ❧♦&, ❞❡ ❧❛ ♣&✐,❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ &7❛❝%✐♦♥✳
❊◆■❚✲▲●A ✷✵✶✻ ✶✷✺
❈❤❛♣✐%&❡ ✸✳ ❊①♣&❡,,✐♦♥ ❞❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥,
❋✐❣✉$❡ ✸✳✸ ✕ ❙❝❤$♠❛ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡❧ ❝♦♠♣❧❡* ❞✉ ♠♦❞1❧❡ ❞✉ ❝♦♥✈❡3*✐44❡✉3 ❡* ❞❡ 4❛ ❝❤❛3❣❡
▲❡, ,♦❧✉%✐♦♥, ♠✐,❡, ❡♥ 5✉✈&❡ ❣8♥9&❡♥% ❞❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐<✉❡, ✭♦✉ ❞❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛✲
%✐♦♥✮ ,❡❧♦♥ ❧❛ ♠8%❤♦❞❡ ,✉✐✈❛♥%❡ ✿ ❞❛♥, ❝❡, ❝❤♦✐① ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ <✉❡ ♥♦✉, <✉❛❧✐✜❡&♦♥, ❞✬❡♠♣✐✲
&✐<✉❡,✱ ❧❡, ✈❛&✐❛❜❧❡, ♠❡,✉&8❡, Y ,♦♥% ❝♦♠♣❛&8❡, ❛✈❡❝ ❧❡, ✈❛&✐❛❜❧❡, ❞❡ &8❢8&❡♥❝❡ Yref ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐&
❧❡, %❡♥,✐♦♥, ❞❡ &8❢8&❡♥❝❡, V ′ref ,✉✐%❡ E ❧❛ ♠✐,❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡, ❝♦&&❡❝%❡✉&, ❞❛♥, ❧❡ ❜❧♦❝ ✧❙%&❛%8❣✐❡
❞❡ ❈♦♥%&H❧❡ ✴ ❈♦♠♠❛♥❞❡✧✱ ✜❣✉&❡ ✸✳✸✳ ▲❡, %❡♥,✐♦♥, ❞❡ &8❢8&❡♥❝❡ ,♦♥% ❡♥,✉✐%❡ ❛❞❛♣%8❡, ✭♣❛& ❧❡
❜✐❛✐, ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥%,✮ ❡% ❝♦&&✐❣8❡, ♣❛& ❧✬❛❞❞✐%✐♦♥ ❞❡, ✈❛❧❡✉&, ❞✬❛❥✉,%❡♠❡♥%✱ ♥♦%8❡, ✐❝✐ λi✱ <✉✐ ,♦♥%
❞❡, ❞❡❣&8, ❞❡ ❧✐❜❡&%8,✳ ❆✐♥,✐ ,✬♦❜%✐❡♥♥❡♥% ❞❡, ,♦❧✉%✐♦♥, ♣❛&%✐❝✉❧✐9&❡, ♣♦✉& ❧❡, &❛♣♣♦&%, ❝②❝❧✐<✉❡,
αi3bras ❡% ♣♦✉& ❧❡, ✐♥,%❛♥%, ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥, τj3bras ✳
❊✛❡❝%✐✈❡♠❡♥% ❥✉,<✉✬E ♣&8,❡♥%✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ❞8♠♦♥%&8 <✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ,♦❧✉%✐♦♥, ♣♦✉&
❝❤❛<✉❡ ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡, 8%✉❞✐8❡,✳ ▲❛ ,✉✐%❡ ❞✉ %&❛✈❛✐❧ ❝♦♥,✐,%❡ E ❞8♠♦♥%&❡& <✉❡ ❝❤❛<✉❡ ✈❛❧❡✉& ❞❡
λi ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ E ✉♥❡ ,♦❧✉%✐♦♥ ♣❛&%✐❝✉❧✐9&❡ ❡% ♥♦%❛♠♠❡♥% E %&♦✉✈❡& ❞❡, ❞♦♠❛✐♥❡, ❞❡ ✈❛❧✐❞✐%8
♣♦✉& ❧❡, ✈❛❧❡✉&, ❡% ❡①♣&❡,,✐♦♥, ❞❡ ❝❡, ✈❛&✐❛❜❧❡, ❞✬❛❥✉,%❡♠❡♥% λi✳ ▲✬✐❞8❡ ❝♦♥,✐,%❡ E ❞8❝&✐&❡ ✉♥
❧✐❡♥ ♠❛%❤8♠❛%✐<✉❡ ❡♥%&❡ ❧❡, ,♦❧✉%✐♦♥, ♣❛&%✐❝✉❧✐9&❡, ❡% ❧❡, ❝&✐%9&❡, E ♦♣%✐♠✐,❡& ❧♦&,<✉❡ ❝❡ ❧✐❡♥
♠❛%❤8♠❛%✐<✉❡ ♣♦✉&&❛ N%&❡ ♠✐, ❡♥ 8✈✐❞❡♥❝❡✳ ❈✬❡,% ❝❡ <✉✐ ❢❡&❛ ❧✬♦❜❥❡% ❞✉ ♣&♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐%&❡✳
✶✷✻ ❊◆■❚✲▲●V ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
❈❤❛♣✐%&❡ ✹
❊①❡♠♣❧❡- ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥-
✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥
❉✉&❛♥% ❧❡. ❝❤❛♣✐%&❡. ♣&6❝6❞❡♥%.✱ ♥♦✉. ❛✈♦♥. ❝♦♥.%&✉✐% ❞❡. ♠♦❞9❧❡. ❣6♥6&✐;✉❡. ♣♦✉& ❧❛ ♠✐.❡
❡♥ <✉✈&❡ ❞❡. .%&❛%6❣✐❡. ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥. ❡% ♥♦✉. ❛✈♦♥. ♠♦♥%&6 ❝♦♠♠❡♥% 6%❡♥❞&❡ ❝❡ ♠♦❞9❧❡
❣6♥6&✐;✉❡ = ❞❡. ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡. ♠✉❧%✐♥✐✈❡❛✉①✱ = ❝❡❧❧✉❧❡. ✐♠❜&✐;✉6❡. ❡% = ❝❡❧❧✉❧❡. ❡♥ .6&✐❡✳ ❯♥ ♦✉%✐❧
♠❛%❤6♠❛%✐;✉❡ ❛ 6%6 ♣&6.❡♥%6✱ ❞❛♥. ❧❛ .❡❝%✐♦♥ ✸✳✷ ❞✉ %&♦✐.✐9♠❡ ❝❤❛♣✐%&❡✱ ❛✜♥ ❞❡ &6.♦✉❞&❡ ❧❡.
.②.%9♠❡. ❞✬6;✉❛%✐♦♥. ❧✐♥6❛✐&❡. ❡% ❞✬♦❜%❡♥✐& ❧❡. ❡♥.❡♠❜❧❡. ❞❡ .♦❧✉%✐♦♥.✳ ❈❡. ❡♥.❡♠❜❧❡. ❞❡ .♦❧✉%✐♦♥.
♣❡&♠❡%%❡♥% ❛✐♥.✐ ❞❡ &6✈6❧❡& ❧❡. ✈❛&✐❛❜❧❡. ✭&❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐;✉❡. ♦✉ ✐♥.%❛♥%. ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥.✮ =
♠❡%%&❡ ❡♥ <✉✈&❡ ❛✉ .❡✐♥ ❞✉ .❝❤6♠❛ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥✳
❉❛♥. ❝❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ .❡&♦♥% ♣&6.❡♥%6. ✿
▲❡ ♣&❡♠✐❡& ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥❝❡&♥❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛.6 ❝❧❛..✐;✉❡ = ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥.✐♦♥✱ .✉&
❧❡;✉❡❧ ✉♥❡ &6.♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❧✬6;✉❛%✐♦♥ ❞✉ .②.%9♠❡ ❧✐♥6❛✐&❡ ❝♦♠♣❛%✐❜❧❡ ❡% ✉♥❡ ✐❞❡♥%✐✜❝❛%✐♦♥ ❞❡.
❞❡❣&6. ❞❡ ❧✐❜❡&%6 .❡&♦♥% ❢❛✐%.✳ ▲❡. &6.✉❧%❛%. ❞❡ .✐♠✉❧❛%✐♦♥ ❡% ❡①♣6&✐♠❡♥%❛✉① .❡&♦♥% ♣&6.❡♥%6. .✉&
✉♥❡ ❝❤❛&❣❡ R ✲ L 6;✉✐❧✐❜&6❡✳
▲❡ ❞❡✉①✐9♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& 6%✉❞✐6 ❡.% ✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛.6 = ❝❛♣❛❝✐%6. ✢♦%%❛♥%❡. =
%&♦✐. ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥.✐♦♥✳ ❉❡ ❧❛ ♠K♠❡ ♠❛♥✐9&❡✱ ♥♦✉. ❛❧❧♦♥. &6.♦✉❞&❡ ❧✬6;✉❛%✐♦♥ ❞✉ .②.%9♠❡
❧✐♥6❛✐&❡✱ ✐❞❡♥%✐✜❡& ❧❡. ❞❡❣&6. ❞❡ ❧✐❜❡&%6 ❡% ❝❤❡&❝❤❡& ❞❡. ❧✐❡♥. ❛✈❡❝ ❞❡. ❝&✐%9&❡. ;✉✐ ♣❡✉✈❡♥% K%&❡
♦♣%✐♠✐.6.✳
▲❡ ❜✉% ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ❡.% ❞❡ ♠♦♥%&❡& ❝♦♠♠❡♥% ❝❤♦✐.✐& ❝❡. ❞❡❣&6. ❞❡ ❧✐❜❡&%6 ❡% ❞❡ %&♦✉✈❡& ❧❡
❧✐❡♥ ❡♥%&❡ ❧❡. .♦❧✉%✐♦♥. ♣❛&%✐❝✉❧✐9&❡. ❡% ❧❡. ❝&✐%9&❡. = ♦♣%✐♠✐.❡& ♣♦✉& ❞❡. ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡. ❞♦♥♥6❡.✳
✹✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ 1 ✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛45 ❝❧❛44✐6✉❡
❉❛♥. ❝❡%%❡ ♣❛&%✐❡ ❞✬6%✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛.6 = ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥.✐♦♥✱ ♥♦✉. ❛❧❧♦♥.
❞✬❛❜♦&❞ ♣&6.❡♥%❡& ❧❡ ♠♦❞9❧❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❡% ♦♥❞✉❧❡✉& ❛✜♥ ❞❡ ♠♦♥%&❡& .♦♥ 6;✉❛%✐♦♥ ❞✉ .②.%9♠❡
❧✐♥6❛✐&❡ ❝♦♠♣❛%✐❜❧❡ ❛✐♥.✐ ;✉❡ .❡. ❡♥.❡♠❜❧❡. ❞❡ .♦❧✉%✐♦♥.✱ ❞❛♥. ❧❡.;✉❡❧. ♥♦✉. ✐❞❡♥%✐✜❡&♦♥. ❧❡.
❞❡❣&6. ❧✐❜❡&%6. ❧✐6. = ❝❡ %②♣❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✳ L✉✐.✱ ♥♦✉. ❛❧❧♦♥. ♣❛..❡& = ❧❛ ♣&6.❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡. &6.✉❧%❛%.
❊◆■❚✲▲●L ✷✵✶✻ ✶✷✼
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
✐..✉. ❞❡ ❧❛ ♣❛&%✐❡ .✐♠✉❧❛%✐♦♥ ❞❛♥. ✉♥ ♣&❡♠✐❡& %❡♠♣. ❡% ❞❡ ❧❛ ♣❛&%✐❡ ❡①♣5&✐♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞❛♥. ✉♥
❞❡✉①✐6♠❡ %❡♠♣.✳
✹✳✷✳✶ ▼♦❞'❧❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉- .-✐♣❤❛34
✹✳✷✳✶✳✶ ❊①♣'❡))✐♦♥ ❞❡) )♦❧✉0✐♦♥)
▲❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✶ &❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ .❝❤5♠❛ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛.5 ❝❧❛..✐;✉❡ < ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥.✐♦♥✱
✐❧❧✉.%&5 ❞❛♥. ✶✳✶✷✳ ▲❡. ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&. .♦♥% ❛&&❛♥❣5. ♣❛& ♣❛✐&❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐6&❡ ❝♦♠♣❧5♠❡♥%❛✐&❡ ♣♦✉&
❢♦&♠❡& ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶ ✕ ❙❝❤$♠❛ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉. /.✐♣❤❛2$ 3 ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ /❡♥2✐♦♥
❈♦♠♠❡ ♥♦✉. ❧✬❛✈♦♥. ❝♦♥.%❛%5 ❞❛♥. ❧❛ .❡❝%✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✷ ❞✉ ❞❡✉①✐6♠❡ ❝❤❛♣✐%&❡✱ ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥ ❞✉
.②.%6♠❡ ❧✐♥5❛✐&❡ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛.5 ❝❧❛..✐;✉❡ .✬5❝&✐% .♦✉. ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
V ′ln = kEFαi3bras , ✭✹✳✶✮
♦E F =
[
2 −1 −1
−1 2 −1
]
❡% kE =
E
3
✳ αi3bras ❡.% ✉♥ ✈❡❝%❡✉& ❝♦❧♦♥♥❡ ❝♦♥%❡♥❛♥% ❧❡. &❛♣♣♦&%.
❝②❝❧✐;✉❡. ❛♣♣❧✐;✉5. < ❝❤❛❝✉♥ ❞❡. %&♦✐. ❜&❛. ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉&✳
▲❛ &5.♦❧✉%✐♦♥ ❞✉ .②.%6♠❡ ❞✬5;✉❛%✐♦♥ ❞5❝&✐% ❞❛♥. ✭✹✳✶✮ ❡.% ❢❛✐%❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐;✉❛♥% ❧❛ ♥♦%✐♦♥ ❞❡.
✐♥✈❡&.❡. ❣5♥5&❛❧✐.5❡. ❡% ♣❧✉. ♣❛&%✐❝✉❧✐6&❡♠❡♥% ❧❛ ♣.❡✉❞♦✲✐♥✈❡&.❡✱ ❡% ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡. .♦❧✉%✐♦♥. ❞❡.
&❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐;✉❡. ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡. %❡♥.✐♦♥. ❞❡ &5❢5&❡♥❝❡ ❡.% ♦❜%❡♥✉ ❝♦♠♠❡ .✉✐% ✿
αi3bras =
1
kE
F †V ′ref + (I3 − F †F )z. ✭✹✳✷✮
❘❛♣♣❡❧♦♥. ;✉❡ V ′ref = [Vanref Vbnref ]
T
❡.% ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❞❡ &5❢5&❡♥❝❡ ✐♥❥❡❝%5❡ .✉& ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡
.♦❧✉%✐♦♥. ✐..✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ &5❣✉❧❛%✐♦♥✳ ■❧ ❛ 5%5 ❝♦♥.%❛%5 ❞❛♥. ❧❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ♣&5❝5❞❡♥% ;✉❡ ❧❡.
❞❡❣&5. ❞❡ ❧✐❜❡&%5 ✐♥%❡&✈✐❡♥♥❡♥% ❞❛♥. ❧❛ ♣❛&%✐❡ ❧✐❜&❡ ❞❡ ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥ ❞❡. ❡♥.❡♠❜❧❡. ❞❡ .♦❧✉%✐♦♥.
❞5❝&✐%❡ ❞❛♥. ✭✹✳✷✮✱ ❝✬❡.% < ❞✐&❡ ❧❛ ♣❛&%✐❡ (I3 − F †F )z✳
✶✷✽ ❊◆■❚✲▲●O ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
❘❛♣♣❡❧♦♥. 5✉❡ ❧❛ ♣.❡✉❞♦✲✐♥✈❡&.❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ F ♥♦%9❡ F † .✬9❝&✐% ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐:&❡ .✉✐✈❛♥%❡ ✿
F † =


1
3
0
0
1
3
−1
3
−1
3

 =
1
3

 1 00 1
−1 −1

 . ✭✹✳✸✮
❊♥ &❡♠♣❧❛?❛♥% kE✱ F ❡% F
†
♣❛& ❧❡✉&. ❡①♣&❡..✐♦♥. ❞❛♥. ✭✹✳✷✮✱ ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡. .♦❧✉%✐♦♥. ❞❡.
&❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐5✉❡. .✬9❝&✐% .♦✉. ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
αi3bras =
3
E
1
3

 1 00 1
−1 −1

[ Vanref
Vbnref
]
+
1
3

 1 1 11 1 1
1 1 1



 z1z2
z3

 . ✭✹✳✹✮
❈♦♠♠❡ ♥♦✉. .♦♠♠❡. ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥❡ ❝❤❛&❣❡ 95✉✐❧✐❜&9❡✱ ❝✬❡.% F ❞✐&❡ Vanref+Vbnref+Vcnref =
0✱ ❛❧♦&. Vcnref = −Vanref − Vbnref ✱ ❡% ❞♦♥❝ ✿
 1 00 1
−1 −1

[ Vanref
Vbnref
]
=

 VanrefVbnref
−Vanref − Vbnref

 =

 VanrefVbnref
Vcnref


✭✹✳✺✮
◆♦✉. ❝♦♥.%❛%♦♥. 5✉❡ ❧❛ ♠❛%&✐❝❡

 1 1 11 1 1
1 1 1


♥✬❡.% ♣❛. ❞❡ &❛♥❣ ♣❧❡✐♥✱ ❝✬❡.% F ❞✐&❡ 5✉❡ ❧❡
♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡. ❞❡ ❝❡%%❡ ♠❛%&✐❝❡ ❡.% ❞✐✛9&❡♥% ❞❡ .♦♥ &❛♥❣✳ ❊% ❝♦♠♠❡ ♥♦✉. ❧✬❛✈♦♥. ♠❡♥%✐♦♥♥9
❛✉♣❛&❛✈❛♥%✱ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❞❡❣&9 ❞❡ ❧✐❜❡&%9 DDL ❞❡ ❝❡ .②.%:♠❡ .❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐:&❡ .✉✐✈❛♥%❡ ✿
DDL = Nc(F )−Rg(F ). ✭✹✳✻✮
❉♦♥❝✱ ❞❛♥. ❝❡ %②♣❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✱ ♥♦✉. ♥✬❛✈♦♥. 5✉✬✉♥ .❡✉❧ ❞❡❣&9 ❞❡ ❧✐❜❡&%9✳ ❆✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐%❡&
.♦♥ ✐❞❡♥%✐✜❝❛%✐♦♥✱ ♥♦✉. ❛❧❧♦♥. 9❝&✐&❡ ❧✬95✉❛%✐♦♥ ✭✹✳✹✮ ❛✉%&❡♠❡♥% ❝♦♠♠❡ .✉✐% ✿
αi3bras =
1
E

 VanrefVbnref
Vcnref

+

 11
1

λ, ✭✹✳✼✮
❛✈❡❝
λ =
z1 + z2 + z3
3
. ✭✹✳✽✮
❆✉ ✜♥❛❧ ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥ ✭✹✳✼✮ ♣❡✉% P%&❡ 9❝&✐%❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐:&❡ ♣❧✉. .✐♠♣❧❡ .♦✉. ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
αi3bras =
Vref
E
+ λU, ✭✹✳✾✮
❛✈❡❝ Vref =
[
Vanref Vbnref Vcnref
]T
❡% U = [1 1 1]T ✳
❊◆■❚✲▲●V ✷✵✶✻ ✶✷✾
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
✹✳✷✳✶✳✷ ❚%❛♥(❧❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ (♦❧✉*✐♦♥ ❞❡ ❜❛(❡
❉❛♥. ❧❡ ❜✉% ❞❡ .❡ &❛♣♣&♦❝❤❡& ❞❡. .♦❧✉%✐♦♥. ❤❛❜✐%✉❡❧❧❡.✱ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡. ✈❛&✐❛❜❧❡. µ ❡% λb .♦♥%
✐♥%&♦❞✉✐%❡. %❡❧❧❡ 9✉❡ ✿
λ = λb + µ. ✭✹✳✶✵✮
❊♥ &❡♠♣❧❛?❛♥% ❧✬@9✉❛%✐♦♥ ✭✹✳✶✵✮ ❞❛♥. ❧✬@9✉❛%✐♦♥ ✭✹✳✾✮✱ ❧❛ .♦❧✉%✐♦♥ ❣@♥@&❛❧❡ ❡.% ❞♦♥♥@❡ ♣❛& ✿
αi3bras =
Vref
E
+ λbU + µU = αb + µU, ✭✹✳✶✶✮
❛✈❡❝ αb ❧❛ .♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❜❛.❡ ❞@✜♥✐❡ ♣❛& ✿
αb =
Vref
E
+ λbU. ✭✹✳✶✷✮
❉❛♥. ❧❛ .❡❝%✐♦♥ .✉✐✈❛♥%❡✱ ✐❧ .❡&❛ ❞@♠♦♥%&@ 9✉❡ ❧❡ ❢❛✐% ❞❡ ✜①❡& λb ❡% µ ♣❡&♠❡% ❞✬❡①♣&✐♠❡& ❞❡.
.♦❧✉%✐♦♥. ▼▲■ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡.✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡. %❡♥.✐♦♥. ❞❡ &@❢@&❡♥❝❡ ❞♦♥♥@❡. Vref ✱ ❧❡. ✈❛❧❡✉&. ❞❡. ♣❛&❛✲
♠K%&❡. µ ❡% λb ♦✉ ❧❡. ❧✐♠✐%❡. ❞❡. ❞❡❣&@. ❞❡ ❧✐❜❡&%@ .❡&♦♥% ❡①♣&✐♠@.✳ ▲❡. &@.✉❧%❛%. ❞❡ .✐♠✉❧❛%✐♦♥
.❡&♦♥% ❡①♣♦.@. .♦✉. L❙■▼ .❡❧♦♥ ❞✐✛@&❡♥%❡. ❢♦&♠❡. ❞❡ ▼▲■✳
❊♥ ♦✉%&❡✱ %♦✉. ❧❡. &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐9✉❡. .♦♥% ✐♥❝❧✉. ❞❛♥. ❧❡. ❜♦&♥❡. 0 ≤ αi3bras ≤ 1✳ ❉♦♥❝ ❡♥
❛♣♣❧✐9✉❛♥% ❝❡%%❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ .✉& ❧✬@9✉❛%✐♦♥ ✭✹✳✾✮✱ ❧❡. ❧✐♠✐%❡. ❞❡ λ .❡&♦♥% %&♦✉✈@❡. ❝♦♠♠❡ .✉✐% ✿
−♠✐♥(Vref )
E
≤ λ ≤ 1− ♠❛①(Vref )
E
. ✭✹✳✶✸✮
λ ❞❡✈✐❡♥% ❞♦♥❝ ❧❡ ❞❡❣&@ ❞❡ ❧✐❜❡&%@ 9✉✐ ♣&❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❧❛ ❝♦♥%&❛✐♥%❡✳
◆@❛♥♠♦✐♥.✱ ❧❛ .♦❧✉%✐♦♥ ♦❜%❡♥✉❡ ❞❛♥. ✭✹✳✾✮ ♥✬❡.% ♣❛. ❝♦♠♣❧K%❡♠❡♥% .❛%✐.❢❛✐.❛♥%❡ ❝❛& ❡❧❧❡
♥✬❡.% ♣❛. ❧✐@❡ ❞✐&❡❝%❡♠❡♥% Q ❧❛ ♣❧✉♣❛&% ❞❡. %❡❝❤♥✐9✉❡ ▼▲■ ❞❡ ❜❛.❡✳ ❉❛♥. ❧❛ .❡❝%✐♦♥ .✉✐✈❛♥%❡ ✉♥❡
♠@%❤♦❞❡ ❡.% ❞@✈❡❧♦♣♣@❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞@♠♦♥%&❡& 9✉❡ ❧❡. .♦❧✉%✐♦♥. ❝❧❛..✐9✉❡. ♣❡✉✈❡♥% .✬❡①♣&✐♠❡& ❞❛♥.
❧❡ ❢♦&♠❛❧✐.♠❡ ❛❞♦♣%@✳
✹✳✷✳✷ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡ %✐♠✉❧❛(✐♦♥
❯♥❡ .✐♠✉❧❛%✐♦♥ ♥✉♠@&✐9✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ L❙■▼ ❛ @%@ ❡✛❡❝%✉@❡ .✉& ✉♥❡ ❝❤❛&❣❡ %&✐♣❤❛.@❡
R− L @9✉✐❧✐❜&@❡✱ ❛✈❡❝ R = 12Ω ❡% L = 68mH✱ Vln(t) = [Van(t)Vbn(t)Vcn(t)]T ✳
❆✜♥ ❞✬♦❜%❡♥✐& ❧❡. .✐❣♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛♣♣❧✐9✉@. ❛✉① ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&. ❞❡. ❜&❛. ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✱
&❛♣♣❡❧♦♥. ❧❡ .❝❤@♠❛ ❞❡ ▼▲■ ❣@♥@&✐9✉❡ ♠✐. ❡♥ T✉✈&❡ ❞❛♥. ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✶ ❞✉ ❞❡✉①✐K♠❡ ❝❤❛♣✐%&❡✳
✶✸✵ ❊◆■❚✲▲●L ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
❋✐❣✉$❡ ✹✳✷ ✕ ❙❝❤$♠❛ ❞❡ ❧❛ ▼▲■ ❛♣♣❧✐/✉$❡✳
4❛& ❧❛ .✉✐%❡✱ ♥♦✉. ❛❧❧♦♥. ❞7%❛✐❧❧❡& ❝♦♠♠❡♥% ❧❡ ❜❧♦❝ ✧❊♥.❡♠❜❧❡ ❞❡ .♦❧✉%✐♦♥. ▼▲■✧ ♣&❡♥❞&❛
❢♦&♠❡✳
❉❛♥. ✉♥ %❡❧ .❝❤7♠❛✱ ❧❡. %❡♥.✐♦♥. %&✐♣❤❛.7❡. ❞❡ &7❢7&❡♥❝❡ ❛♣♣❧✐?✉7❡. .♦♥% ✿
Vref (t) =
[
Vmax❝♦. (2pif ∗ t) Vmax❝♦.
(
2pif ∗ t− 2pi
3
)
Vmax❝♦.
(
2pif ∗ t− 4pi
3
)]T
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▲❛ ❢&7?✉❡♥❝❡ ❞❡. %❡♥.✐♦♥. ❞❡ &7❢7&❡♥❝❡ ❡.% ✜①7❡ E f = 50Hz✱ %❛♥❞✐. ?✉❡ ❧❡✉&. ✈❛❧❡✉&. ♠❛①✐✲
♠❛❧❡. ♣❡✉✈❡♥% H%&❡ ♠♦❞✐✜7❡. ❡% ✈❛&✐7❡.✱ Vmax ∈ [0; E√3 ]✱ ❛✈❡❝ E = 150V ✳ ▲❛ %❡♥.✐♦♥ ❞❡ &7❢7&❡♥❝❡
❡.% 7❝❤❛♥%✐❧❧♦♥♥7❡ ♣❛& ✉♥ ❜❧♦?✉❡✉& ❞✬♦&❞&❡ ③7&♦✱ ❡❧❧❡ ❡.% ♥♦%7❡ Vref,k✳ ▲❡ ❜✉% ❞❡ ❧✬7❝❤❛♥%✐❧❧♦♥♥❛❣❡
❡.% ❞❡ %&❛♥.♠❡%%&❡ ❧❡ .✐❣♥❛❧ ❡♥ ❝❛♣%✉&❛♥% ❞❡. ✈❛❧❡✉&. &7❣✉❧✐K&❡. E ❞❡. ✐♥%❡&✈❛❧❧❡. &7❣✉❧✐❡&.✳
▲❡. ♦&❞&❡. ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛♣♣❧✐?✉7. ❛✉① ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&. .♦♥% ✐..✉. ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛&❛✐.♦♥ ❞❡.
&❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐?✉❡. ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣♦&%❡✉.❡ %&✐❛♥❣✉❧❛✐&❡✱ ✜❣✉&❡ ✹✳✷✳ ❉❛♥. ❝❡%%❡ 7%✉❞❡✱ ❧❛ ❢&7?✉❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ ♣♦&%❡✉.❡ ❡.% ✜①7❡ E 1kHz✳ 4❛& ❝♦♥.7?✉❡♥%✱ ❧❡. ✈❛❧❡✉&. ❞❡. &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐?✉❡. .❡&♦♥% ❛✉..✐
❝♦♥.%❛♥%❡. ❞✉&❛♥% ❝❤❛?✉❡ ♣7&✐♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ Tc = 1ms✳
❆✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡& ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥ ❞❡. ❡♥.❡♠❜❧❡. ❞❡ .♦❧✉%✐♦♥. %&♦✉✈7❡ ❞❛♥. ❧✬7?✉❛%✐♦♥ ✭✹✳✶✶✮✱ ♥♦✉.
❛❧❧♦♥. &❛♣♣&♦❝❤❡& ❝❡. .♦❧✉%✐♦♥. E ❞❡. .♦❧✉%✐♦♥. ▼▲■ ❞7❥E ❝♦♥♥✉❡. %❡❧❧❡. ?✉❡ ❧❛ ▼▲■ .✐♥✉.♦P❞❛❧❡
✭❙4❲▼✮ ❡% ❧❛ ▼▲■ E .7?✉❡♥❝❡ ③7&♦ ♦✉ ✐♥❥❡❝%✐♦♥ ❞✬❤❛&♠♦♥✐?✉❡. %&♦✐. ✭❚❍■4❲▼✮✳
✹✳✷✳✷✳✶ ▼▲■ '✐♥✉'♦✐❞❛❧❡ ❙1❲▼
❆✜♥ ❞❡ ❞7♠♦♥%&❡& ❧✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐%7 ❞❡ ♥♦%&❡ ♠♦❞K❧❡✱ ❧❡. ♣❛&❛♠K%&❡. λb ❡% µ ✈♦♥% H%&❡ ❝❤♦✐.✐.
❡% ✜①7. .❡❧♦♥ ❞✐✛7&❡♥%. ♦❜❥❡❝%✐❢.✳
❉❛♥. ✉♥ ♣&❡♠✐❡& %❡♠♣.✱ ❛✜♥ ❞❡ &❡♣&♦❞✉✐&❡ ✉♥❡ ▼▲■ ❞❡ %②♣❡ .✐♥✉.♦P❞❛❧❡ ❡% ❞❡ .❛%✐.❢❛✐&❡ ❧❡.
❝♦♥%&❛✐♥%❡. ♣❤②.✐?✉❡. ❞✉ .②.%K♠❡ ♠♦❞7❧✐.7 ✭&❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐?✉❡. ❝♦♠♣&✐. 0 < α < 1✮✱ ❧❡ ❞❡❣&7 ❞❡
❧✐❜❡&%7 ❞✉ .②.%K♠❡ ❧✐♥7❛✐&❡ ❡.% ✉%✐❧✐.7 ♣♦✉& ✐♥❥❡❝%❡& ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ λb ❡% µ ❛✉① &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐?✉❡.
❞7✜♥✐.✳ ❈❡. ♣❛&❛♠K%&❡. .♦♥% ❝❤♦✐.✐. %❡❧. ?✉❡ ✿
λb =
1
2
❡% µ = 0. ✭✹✳✶✺✮
❊◆■❚✲▲●4 ✷✵✶✻ ✶✸✶
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
■❧ ❡.% 5 ♥♦%❡& 6✉❡ ❝❡. ❝❤♦✐① ❞❡ λb ❡% µ ❣❛&❛♥%✐..❡♥% ✉♥ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ❞❛♥. ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡
❝♦♥%&❛✐♥%❡. ✭❧✐♠✐%❡. ❞<✜♥✐❡. ❞❛♥. ✭✹✳✶✸✮✮✳
❊♥ &❡♠♣❧❛A❛♥% ❧❡. ✈❛❧❡✉&. ❝❤♦✐.✐❡.✱ <6✉❛%✐♦♥ ✭✹✳✶✺✮✱ ❞❛♥. ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥ ❞❡. ❡♥.❡♠❜❧❡. ❞❡ .♦✲
❧✉%✐♦♥. ♦❜%❡♥✉❡ ❞❛♥. ✭✹✳✶✶✮✱ ❞❛♥. ❝❡ ❝❛. ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥ ❞❡. &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐6✉❡. ❞❡✈✐❡♥% ❝♦♠♠❡
.✉✐% ✿
αi3bras =
Vref,k
E
+
1
2
U. ✭✹✳✶✻✮
❆✜♥ ❞✬❛✈♦✐& ❞❡. ♦&❞&❡. ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ 5 ❛♣♣❧✐6✉❡& ❛✉① ❜&❛. ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✱ ♥♦✉. ❛❧❧♦♥. ❝♦♠♣❛✲
&❡& ❧❡. &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐6✉❡. ♦❜%❡♥✉. ❞❛♥. ✭✹✳✶✻✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣♦&%❡✉.❡ %&✐❛♥❣✉❧❛✐&❡ .❡❧♦♥ ❧❡ .❝❤<♠❛
.✉✐✈❛♥% ✿
❋✐❣✉$❡ ✹✳✸ ✕ ❙❝❤$♠❛ ❞✬✉♥❡ ▼▲■ /✐♥✉/♦✐❞❛❧❡✱ ❙4❲▼✱ ❛♣♣❧✐7✉$ ❛✉① ❜:❛/ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉: ;:✐♣❤❛/$✳
❯♥❡ .✐♠✉❧❛%✐♦♥ ❡.% &<❛❧✐.<❡ ♣♦✉& ❞❡✉① ✈❛❧❡✉&. ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ Vmax 6✉✐ .♦♥% ❞<✜♥✐❡. ❞❛♥.
❧✬<6✉❛%✐♦♥ ✹✳✶✼
Vmax =


E
3
.✐ 0 ≤ % < 0.03 s,
E
2
% ≥ 0.03 s
. ✭✹✳✶✼✮
▲❡. &<.✉❧%❛%. ❞❡ .✐♠✉❧❛%✐♦♥✱ ✐❧❧✉.%&❛♥% ❧❡. &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐6✉❡. ❡% ❧❛ %❡♥.✐♦♥ Vab✱ .♦♥% ♣&<.❡♥%<.
❞❛♥. ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✹✳
✶✸✷ ❊◆■❚✲▲●R ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
αa αb αc
Vab
❋✐❣✉$❡ ✹✳✹ ✕ ❆❧❧✉$❡& ❞❡& $❛♣♣♦$+& ❝②❝❧✐/✉❡& ❡+ ❞❡ ❧❛ +❡♥&✐♦♥ Vab ♣♦✉$ ❧❛ ▼▲■ &✐♥✉&♦✐❞❛❧❡✳
■❧ ❡.% 5 ♥♦%❡&✱ ♣♦✉& ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥❡ ▼▲■ .✐♥✉.♦:❞❛❧❡✱ ;✉❡ ♣♦✉& ❞❡. ✈❛❧❡✉&. ❞❡ Vmax .✉♣=&✐❡✉&❡. 5
E
2
✱ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✐♥=❛&✐%= ♥✬❡.% ♣❧✉. ❛..✉&=❡ ❝❛& ❧❡ &❛♣♣♦&% ❝②❝❧✐;✉❡ ❞=♣❛..❡ .❛ ✈❛❧❡✉& ♠❛①✐♠❛❧❡ ;✉✐
❡.% 1✱ α > 1✳ @♦✉& A%&❡ ♣❧✉. ❡①♣❧✐❝✐%❡✱ ❛✉ ❞❡❧5 ❞❡ Vmax =
E
2
✱ ♦♥ &❡♥%&❡ ❞❛♥. ✉♥ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥%
❞✐% ❞❡ .✉&♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ♦C ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡ ♣❧✉. ❞❛♥. .❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✐♥=❛&✐%=✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉&
♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦..✐❜❧❡ ❡.% ♦❜%❡♥✉❡ ♣♦✉& Vmax =
E
2
✱ ❞❛♥. ❧❛;✉❡❧❧❡✱ ❝❤❛;✉❡ &❛♣♣♦&% ❝②❝❧✐;✉❡ ❛%%❡✐♥%
.♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉.%&= ❞❛♥. ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✹✳
✹✳✷✳✷✳✷ ▼▲■ & '()✉❡♥❝❡ ③(/♦
❈❡%%❡ %❡❝❤♥✐;✉❡✱ ;✉✐ ❢❛✐% ❛✉..✐ ♣❛&%✐❡ ❞❡ ❧❛ ✧❙%&❛%=❣✐❡ ❞✬✐♥❥❡❝%✐♦♥ ❞✬❤❛&♠♦♥✐;✉❡ %&♦✐.✧✱ ❡.%
♠✐.❡ ❡♥ J✉✈&❡ ♣♦✉& =%❡♥❞&❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✐♥=❛&✐%= ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ♣❛& ❛❝%✐♦♥ .✉& ❧❛ .%&❛%=❣✐❡ ▼▲■✱
❬✾✺❪✳ @♦✉& ♦❜%❡♥✐& ❝❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥%✱ ✉♥❡ %❡♥.✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉%&❡✱
Vno
E
❞❡ ❢&=;✉❡♥❝❡ %&♦✐. ❢♦✐. .✉♣=&✐❡✉&❡
5 ❧❛ ❢&=;✉❡♥❝❡ ❞✉ ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧ ❞=.✐&=✱ ❡.% ❛❥♦✉%=❡ ❛✉① &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐;✉❡.✳ ❖♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❛✉..✐ ❧❛
%❡♥.✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞❡ ❝♦♠♠✉♥ ❛❥♦✉%=❡ ❛✉① %&♦✐. %❡♥.✐♦♥ ❞❡. ❜&❛. ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✳ ■❧ ❢❛✉% ♥♦%❡& ;✉❡
❧✬✐♥❥❡❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %&♦✐.✐P♠❡ ❤❛&♠♦♥✐;✉❡ ♥✬❡.% ♣❛. ❣A♥❛♥% ❝❛& ✐❧ ♥✬❛✛❡❝%❡ ♣❛. ❧❛ ;✉❛❧✐%= ❞❡ ❧❛
%❡♥.✐♦♥ ❞❡ .♦&%✐❡✱ ;✉✐ ❡❧❧❡ ♠A♠❡ ♥❡ ❝♦♥%✐❡♥% ♣❛. ❧❡. ❤❛&♠♦♥✐;✉❡. %&♦✐. ❡% ❧❡✉&. ♠✉❧%✐♣❧❡.✳
@❛& ❛✐❧❧❡✉&.✱ ;✉❡❧;✉❡ .♦✐% ❧✬=✈♦❧✉%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ♥❡✉%&❡✱ ❧❡. %❡♥.✐♦♥. ❝♦♠♣♦.=❡. ♥❡ .♦♥%
♣❛. ♠♦❞✐✜=❡.✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥❞✉✐% 5 ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡①♣&❡..✐♦♥ ❞❡. &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐;✉❡. ❬✹✷❪✱ %❡❧❧❡ ;✉❡ ✿
αi3bras =
Vref,k
E
+
1
2
U +
Vno
E
U. ✭✹✳✶✽✮
❈♦♥.✐❞=&♦♥. ✭✹✳✶✶✮ ❡% ✭✹✳✶✽✮✱ ✐❧ ❡.% =✈✐❞❡♥% ;✉❡ ✿
λb =
1
2
❡% µ =
Vno
E
. ✭✹✳✶✾✮
▲❡ ❝❛. ❧❡ ♣❧✉. ❢&=;✉❡♠♠❡♥% &❡♥❝♦♥%&= ❡.% ✿
❊◆■❚✲▲●@ ✷✵✶✻ ✶✸✸
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
Vno =
Vmed
2
, ✭✹✳✷✵✮
❛✈❡❝ Vmed ❧❛ ✈❛❧❡✉& ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡. %❡♥.✐♦♥. ❞❡ ❝❤❛&❣❡ Vln✳ <❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ .✐ Van ≤ Vbn ≤ Vcn✱ ❛❧♦&.
Vmed = Vbn✳ ❆✐♥.✐✱
Vmed
2
= −max(Vref,k) +min(Vref,k)
2
= Vno. ✭✹✳✷✶✮
▲❡ .❝❤A♠❛ ❞❡ ▼▲■ ❞✬✐♥❥❡❝%✐♦♥ ❞✬❤❛&♠♦♥✐E✉❡ %&♦✐.✱ ❚❍■<❲▼✱ ❛♣♣❧✐E✉A I ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛.A
❡.% ✐❧❧✉.%&A ❞❛♥. ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✺✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✺ ✕ ❙❝❤$♠❛ ▼▲■ * +$,✉❡♥❝❡ ③$1♦ ❛♣♣❧✐,✉$ ❛✉① ❜1❛+ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉1 :1✐♣❤❛+$✳
❉❛♥. ❝❡ %②♣❡ ❞❡ .%&❛%A❣✐❡✱ ✉♥❡ .✐♠✉❧❛%✐♦♥ ❡.% &A❛❧✐.A❡ ♣♦✉& %&♦✐. ✈❛❧❡✉&. ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ Vmax
E✉✐ .♦♥% ❞A✜♥✐❡. ❞❛♥. ❧✬AE✉❛%✐♦♥ ✹✳✷✷
Vmax =


E
3
.✐ 0 ≤ % < 0.03 s
E
2
.✐ 0.03 s ≤ % < 0.06 s
E√
3
.✐ 0.06 s ≤ % ≤ 0.1 s
. ✭✹✳✷✷✮
▲❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✻ ✐❧❧✉.%&❡ ❧❡. &A.✉❧%❛%. ❞❡ .✐♠✉❧❛%✐♦♥ ♦❜%❡♥✉. ❛✈❡❝ ❧❡. ❡①♣&❡..✐♦♥. ✭✹✳✶✽✮✱ ✭✹✳✶✾✮
❡% ✭✹✳✷✵✮✳
✶✸✹ ❊◆■❚✲▲●< ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
αa αb αc
µ
Vab
❋✐❣✉$❡ ✹✳✻ ✕ ❆❧❧✉$❡& ❞❡& $❛♣♣♦$+& ❝②❝❧✐/✉❡&✱ ❞❡ µ ❡+ ❞❡ ❧❛ +❡♥&✐♦♥ Vab ♣♦✉$ ✉♥❡ ▼▲■ 5 &6/✉❡♥❝❡
③6$♦✳
◆♦✉. ♣♦✉✈♦♥. ❝♦♥.%❛%❡& ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥❡ ▼▲■ ❞✬✐♥❥❡❝%✐♦♥ ❞✬❤❛&♠♦♥✐;✉❡. %&♦✐.✱ ;✉❡ ♣♦✉&
❞❡. ✈❛❧❡✉&. ❞❡ Vmax .✉♣=&✐❡✉&. >
E√
3
✱ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✐♥=❛&✐%= ♥✬❡.% ♣❧✉. ❛..✉&=❡ ❝❛& α > 1✳
▲❛ ✈❛❧❡✉& ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦..✐❜❧❡ ❡.% ♦❜%❡♥✉❡ ♣♦✉& Vmax =
E√
3
✱ ❞❛♥. ❧❛;✉❡❧❧❡✱ ❝❤❛;✉❡ &❛♣♣♦&%
❝②❝❧✐;✉❡ ❛%%❡✐♥% .♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉.%&= ❞❛♥. ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✻✳
▲❛ %❡♥.✐♦♥ ❝♦♠♣♦.=❡ .♦✉❧✐❣♥❡ ❧❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥% ❞✉ ♠♦❞E❧❡ ✉%✐❧✐.=✳ ◆♦✉. ♣♦✉✈♦♥.
❝♦♥❝❧✉&❡ ❞❛♥. ❝❡%%❡ ❞=♠❛&❝❤❡ ;✉❡ ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞❡ µ ♥✬❡.% ♣❛. ✉♥✐;✉❡ ♠❛✐. ♥=❛♥♠♦✐♥. ❝♦♥❞✉✐%
❛✉① ♠G♠❡. ❛❧❧✉&❡. ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❡♥%&❡ ♣❤❛.❡.✳
❆✜♥ ❞❡ %❡.%❡& ❧❛ ✈❛❧✐❞✐%= ❡% ❧❡. ❧✐♠✐%❡. ❞❡ µ✱ ♥♦✉. ❛❧❧♦♥. ❢❛✐&❡ ✉♥❡ =%✉❞❡ ❞✬♦♣%✐♠✐.❛%✐♦♥ ;✉✐
.❡&❛ ❧✬♦❜❥❡% ❞❡ ❧❛ ♣&♦❝❤❛✐♥❡ .❡❝%✐♦♥✳
✹✳✷✳✷✳✸ ❖♣&✐♠✐)❛&✐♦♥ ❡& ❝❤♦✐① ♣♦✉2 ❧❡ ❞❡❣26 ❞❡ ❧✐❜❡2&6
❩♦♥❡ ❞❡ ❧✐♥6❛2✐&6 ❞❡ ❧❛ &❡♥)✐♦♥ ✿
❉❡. =%✉❞❡. %❡❧❧❡. ;✉❡ ❬✾✻❪ &=✈E❧❡♥% ;✉❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✐♥=❛&✐%= ❞❡ ▼▲■ ❡.% ❧✐=❡ > ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞❡
❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥✳ ❈❡% ✐♥❞✐❝❡ ♣❡&♠❡% ❞❡ ;✉❛♥%✐✜❡& ❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛&❣❡✱
❡% ❡.% ❡①♣&✐♠= ♣❛& ✿
mi =
Vmax
Vsix−step
. ✭✹✳✷✸✮
Vsix−step ❡.% ❧❛ ✈❛❧❡✉& ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❞❡ &=❢=&❡♥❝❡ ❧♦&. ❞❡ ❧✬✉%✐❧✐.❛%✐♦♥
❞❡ ✧❧✬♦♥❞❡ 180✝✧✳
◆♦✉. ❛✈♦♥. %♦✉❥♦✉&. mi ≤ 1 ♣♦✉& ✉♥ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ❡♥ ▼▲■✱ ❡% ♣❛& ❞=✜♥✐%✐♦♥ mi = 1 ♣♦✉&
✉♥ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ❡♥ ♣❧❡✐♥❡ ♦♥❞❡✳
❊◆■❚✲▲●W ✷✵✶✻ ✶✸✺
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
❊♥ ✈✉❡ ❞✬❛♥❛❧②.❡& ❧❡. ❝❤♦✐① ♣♦..✐❜❧❡. ♣♦✉& µ✱ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✐♥:❛&✐%: ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❡.% ❞:✜♥✐❡
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣&✐♥❝✐♣❛❧ ❝&✐%<&❡✳ ❊❧❧❡ ❡.% .✉&✈❡✐❧❧:❡ ❣&>❝❡ ? ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ❡①♣&✐♠: ❡♥ ✭✹✳✷✸✮✳
▲❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✼ ✐❧❧✉.%&❡ ❧❡. ③♦♥❡. ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ❡% ❞❡ .✉&♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& ❞❡ %❡♥.✐♦♥
❝❧❛..✐F✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣&♦❢♦♥❞❡✉& ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ma✱ ✈♦✐& ❆♥♥❡①❡ ❉✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✼ ✕ ❩♦♥❡% ❞❡ ♠♦❞✉❧❛+✐♦♥ ❡+ ❞❡ %✉-♠♦❞✉❧❛+✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉- ❞❡ +❡♥%✐♦♥ ❝❧❛%%✐0✉❡ ❬✹✷❪✳
❉✬✉♥❡ ♣❛'(✱ ❡♥ ✉(✐❧✐,❛♥( ❧❛ ▼▲■ ,✐♥✉,♦1❞❛❧❡✱ ❙4❲▼✱ ❞6✜♥✐❡ ❞❛♥, ❧✬❡①♣'❡,,✐♦♥ ✭✹✳✶✻✮✱ ❝❡(
✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛(✐♦♥ ❡,( ❝♦♥♥✉ ♣♦✉' ❛((❡✐♥❞'❡ mi =
pi
4
≈ 0.785✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉,('6 A ❧❛ ③♦♥❡
I ❞❡ ❧❛ ✜❣✉'❡ ✹✳✼✱ ❬✹✷❪✳ ❈❡ (❛✉① ❞❡ ♠♦❞✉❧❛(✐♦♥ ❡,( ❛((❡✐♥( ♣♦✉' Vmax =
E
2
✳ ❈♦♥,✐❞6'❛♥( I✉❡
Vsix−step = 2Epi ✳
❉✬❛✉('❡ ♣❛'(✱ ❡♥ ✉(✐❧✐,❛♥( ✉♥❡ ▼▲■ ❞✐(❡ ✧A ,6I✉❡♥❝❡ ③6'♦✧ ♦✉ A ✐♥❥❡❝(✐♦♥ ❞✬❤❛'♠♦♥✐I✉❡ ('♦✐,✱
❚❍■4❲▼✱ ❞6✜♥✐❡ ❞❛♥, ❧✬❡①♣'❡,,✐♦♥ ✭✹✳✶✽✮✱ ❝❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐( A ✉♥❡ ✈❛❧❡✉' ❞❡ (❡♥,✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡
Vmax =
E√
3
✳ 4❛' ❝♦♥,6I✉❡♥(✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛(✐♦♥ ❡,( ❛✉❣♠❡♥(6✱ mi = 0.907✱ ❝♦♠♠❡ ❞6❝'✐(
❞❛♥, ❧❛ ③♦♥❡ II✱ ❛✉ ❞❡❧A ❞❡ ❧❛I✉❡❧❧❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✐♥6❛'✐(6 ♥✬❡,( ♣❧✉, ❛,,✉'6❡✳
❉❛♥, ❧❡ ❝❛, ♦Q ♠❛①✐♠✐,❡' ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✐♥6❛'✐(6 ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉' ❡,( ✉♥ ❝❤♦✐① ♣'✐♦'✐(❛✐'❡✱ ❧❛
❣6♥6'❛(✐♦♥ ❞❡, '❛♣♣♦'(, ❝②❝❧✐I✉❡, ❞♦✐( ❛❧♦', ❣❛'❛♥(✐' I✉❡ α ♥❡ ❞6♣❛,,❡ ♣❛, ❧❛ ✈❛❧❡✉' ❞❡ 1✱ ❝✬❡,(
A ❞✐'❡ I✉❡ ❧❛ (❡♥,✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞♦✐( S('❡ ✐♥❢6'✐❡✉'❡ A
E√
3
✳
❙✉✐(❡ A ❝❡❧❛✱ ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ✈❛'✐❛(✐♦♥ ❞❡ µ ❡,( 6(❛❜❧✐❡ ❡♥ ✉(✐❧✐,❛♥( ❧✬❡①♣'❡,,✐♦♥ ✭✹✳✶✸✮ ❡( ❡♥
'❡♠♣❧❛W❛♥( λ ♣❛' ✭λb + µ✮✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ❧❡ ❞❡❣'6 ❞❡ ❧✐❜❡'(6 ❡,( ❡①♣'✐♠6✳ ❈♦♥,✐❞6'♦♥, λb =
1
2
✱ ❛❧♦',
µ ♣❡✉( 6✈♦❧✉❡' (❡❧ I✉❡ ✿
−min(Vref,k)
E
− 1
2
≤ µ ≤ 1
2
− max(Vref,k)
E
. ✭✹✳✷✹✮
✶✸✻ ❊◆■❚✲▲●4 ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
❆✐♥.✐✱ ❧❡. ♠❛&❣❡. ❤❛✉%❡. ❡% ❜❛..❡. ❞❡ µ✱ ❛♣♣❡❧9❡. µhigh, µlow &❡.♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✱ .♦♥% ❡①♣&✐♠9❡.
%❡❧❧❡. ;✉❡ ✿ 

µlow = −min(Vref,k)
E
− 1
2
µhigh =
1
2
− max(Vref,k)
E
, avec µlow ≤ µ ≤ µhigh. ✭✹✳✷✺✮
❈❤❛;✉❡ ♠❛&❣❡ ❡.% ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡. ✈❛❧❡✉&. ♠❛①✐♠❛❧❡. ♦✉ ♠✐♥✐♠❛❧❡. ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ .♦✉❤❛✐%9❡✳ ■❧
❡.% 9✈✐❞❡♥% ;✉❡ ✭✹✳✷✹✮ ♥✬❡.% ✈&❛✐ ;✉❡ .✐ ❡% .❡✉❧❡♠❡♥% .✐ ✿
µlow ≤ µhigh ⇔ max(Vref,k)−min(Vref,k) ≤ E. ✭✹✳✷✻✮
❊♥ ♦✉%&❡✱ max(Vref,k)−min(Vref,k) ❡.% ❧❛ ✈❛❧❡✉& ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡. %❡♥.✐♦♥. ❞❡ ❧✐❣♥❡ Vab✱ Vbc ❡%
Vca ❛♣♣❡❧9❡ max(Vll)✳ ■❧ ❡.% 9%❛❜❧✐ ♣❛& ✿
max(Vref )−min(Vref ) = max(Vll) =
√
3Vmax, ✭✹✳✷✼✮
❛✈❡❝ Vll = [Vab Vbc Vca]
T
✳
■❧ ❡.% E ♥♦%❡& ;✉❡ ♣♦✉& ✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛.9 %❡❧ ;✉✬✐❧ ❡.% ✐❧❧✉.%&9 ❞❛♥. ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✶✱ ♥♦✉.
❛✈♦♥. ❞❡✉① ✈❛❧❡✉&. ♠❛①✐♠❛❧❡. ;✉✐ ❛..✉&❡♥% ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✐♥9❛&✐%9 .❡❧♦♥ ❧❛ .%&❛%9❣✐❡ ✉%✐❧✐.9❡ ✭▼▲■
.✐♥✉.♦K❞❛❧❡ ♦✉ ▼▲■ E .9;✉❡♥❝❡ ③9&♦✮✳
▲❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✐♥9❛&✐%9 ❡.% ❛..✉&9❡ ❧♦&.;✉❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛.❡ ❛♣♣❧✐;✉9❡ ❡.% ❞9✜♥✐❡ %❡❧❧❡ ;✉❡ ✿

Vmax ≤
E
2
❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥❡ ▼▲■ .✐♥✉.♦✐❞❛❧❡
Vmax ≤
E√
3
❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥❡ ▼▲■ E .9;✉❡♥❝❡ ③9&♦
. ✭✹✳✷✽✮
M♦✉& ✐❧❧✉.%&❡& ✉♥ %❡❧ ❞❡❣&9 ❞❡ ❧✐❜❡&%9✱ ✉♥ ♣&❡♠✐❡& ♠♦②❡♥ 9✈✐❞❡♥% ♣♦✉& ❛..✉&❡& ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥
✭✹✳✷✹✮✱ ❡.% ❞❡ ❝♦♥.✐❞9&❡& ❧❡ ♣♦✐♥% ♠♦②❡♥ ❡♥%&❡ ❧❡. ❞❡✉① ♠❛&❣❡. %❡❧ ;✉❡ ✿
µ =
µhigh + µlow
2
. ✭✹✳✷✾✮
❘❛♣♣❡❧♦♥. ;✉❡ ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥ ❞❡ µ ❡.% ❞9✜♥✐❡ E ♣❛&%✐& ❞❡. 9;✉❛%✐♦♥. ✭✹✳✶✾✮ ❡% ✭✹✳✷✶✮✳ ■❧ .✬❡①♣&✐♠❡
❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐Q&❡ .✉✐✈❛♥%❡ ✿
µ = − 1
2E
(max(Vref ) +min(Vref )) . ✭✹✳✸✵✮
❈♦♠♠❡ ♥♦✉. ❝♦♥.%❛%♦♥.✱ ♥♦✉. &❡%♦♠❜♦♥. ❡①❛❝%❡♠❡♥% .✉& ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ;✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡
❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞❡ ❧❛ ♠9❞✐❛♥❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉%&❡ Vno✳
❆✜♥ ❞❡ ❞✐✛9&❡♥❝✐❡& ❡♥%&❡ ❧❡. ❞✐✛9&❡♥%❡. ✈❛❧❡✉&. ❞❡ µ ♣♦✉& ❧❡. ❞❡✉① .%&❛%9❣✐❡. ❞❡ ▼▲■ 9%✉❞✐9❡.✱
♦♥ ♥♦%❡&❛ µS ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥❡ ▼▲■ .✐♥✉.♦K❞❛❧❡ ❡% µZSS ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥❡ ▼▲■ E .9;✉❡♥❝❡ ❞✬♦&❞&❡
③9&♦ ✭✐♥❥❡❝%✐♦♥ ❞✬❤❛&♠♦♥✐;✉❡ %&♦✐.✮✳
❊◆■❚✲▲●M ✷✵✶✻ ✶✸✼
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
◆♦✉. ❛❧❧♦♥. ♣&6.❡♥%❡& ❧❡. ❞✐✛6&❡♥%❡. ♠❛&❣❡. ❞❡. ❞✐✛6&❡♥%❡. ✈❛❧❡✉&. ❞❡ µ ❡% ♣♦✉& ❝❡❧❛ %&♦✐.
%❡♥.✐♦♥. ❞❡ &6❢6&❡♥❝❡.✱ ❞♦♥% ❧❡. ❛♠♣❧✐%✉❞❡. ✈♦♥% ✈❛&✐❡& ❛✉ ❝♦✉&. ❞✉ %❡♠♣. ✿ Vmax ∈
{
E
3
, E
2
, E√
3
}
.♦♥% ❛♣♣❧✐=✉6❡. %❡❧❧❡. =✉✬❡❧❧❡. .♦♥% ♣&6.❡♥%6❡. ❞❛♥. ❧✬6=✉❛%✐♦♥ ✭✹✳✷✷✮✳
▲❡. &6.✉❧%❛%. ❞❡ .✐♠✉❧❛%✐♦♥ .♦♥% ♣&6.❡♥%6. B ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✽✳
µhigh µlow µzss µs
❋✐❣✉$❡ ✹✳✽ ✕ ▲❡# ❞✐✛'(❡♥*❡# ♠❛(❣❡# ❞❡# µ ♣♦✉( ❞✐✛'(❡♥*❡# ✈❛❧❡✉(# ♠❛①✐♠❛❧❡# ❞❡ ❧❛ *❡♥#✐♦♥ ❞❡
('❢'(❡♥❝❡✳
❘❛♣♣❡❧♦♥. =✉❡ ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ✈❛&✐❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❡.% ❞6✜♥✐❡ ❞❛♥. ❧✬6=✉❛%✐♦♥ ✭✹✳✷✷✮✳
αs αzss
❋✐❣✉$❡ ✹✳✾ ✕ ❆❧❧✉(❡# ❞❡# (❛♣♣♦(*# ❝②❝❧✐9✉❡# ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞✬✉♥❡ ▼▲■ #✐♥✉#♦✐❞❛❧❡ ❡* ❞❡ ❧❛ ▼▲■ =
✐♥❥❡❝*✐♦♥ ❞✬❤❛(♠♦♥✐9✉❡ *(♦✐#✳
▲❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✽ ❡.% ♦❜%❡♥✉❡ B ♣❛&%✐& ❞❡ %&♦✐. ❞✐✛6&❡♥%❡. ✈❛❧❡✉&. ❞❡ Vmax ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉.%&6 ❞❛♥.
✶✸✽ ❊◆■❚✲▲●M ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
❧✬45✉❛%✐♦♥ ✭✹✳✷✷✮✳ ❊❧❧❡ &❡♣&4.❡♥%❡ ❧❡. ♠❛&❣❡. ✭♦✉ ❧❡. ❧✐♠✐%❡.✮ ❞❡ µ 5✉✐ ❣❛&❛♥%✐..❡♥% ❧❡ ❢♦♥❝%✐♦♥✲
♥❡♠❡♥% ❞❛♥. ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✐♥4❛&✐%4✳
▲♦&.5✉❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ Vmax =
E
3
✱ ♥♦✉. ❛✈♦♥. ✉♥❡ ❧❛&❣❡ ♣❧❛❣❡ ❡♥%&❡ µhigh ❡% µlow✱ ❝❡ 5✉✐ ♣❡&♠❡%
❞✬❛✈♦✐& ♣❧✉. ❞❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉&. ♣♦✉& ✜①❡& ❧❡ ❞❡ ❞❡❣&4. ❞❡ ❧✐❜❡&%4✳ ❆ ♣❛&%✐& ❞❡ Vmax =
E√
3
❧❛
♣❧❛❣❡ ❡♥%&❡ µhigh ❡% µlow ❡.% %&D. ❧✐♠✐%4❡ ❡% ♣❛& ♠♦♠❡♥% ❡❧❧❡. ❝♦E♥❝✐❞❡♥% ❡% ❞♦♥❝ ❧❛ ❧✐♥4❛&✐%4 ❞❡
❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ♥✬❡.% ❣❛&❛♥%✐❡ 5✉❡ ♣♦✉& µ = µhigh = µlow✳
▲❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✾ ♠♦♥%&❡ 5✉❡ ❧❡. &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐5✉❡. ♣♦✉& ✉♥❡ ▼▲■ .✐♥✉.♦E❞❛❧❡ (αs) ❛%%❡✐❣♥❡♥%
❧❡✉& ✈❛❧❡✉& ♠❛①✐♠❛❧❡ ❧♦&.5✉❡ Vmax =
E
2
✱ ❛✉ ❞❡❧J ❞❡ ❝❡%%❡ ✈❛❧❡✉& ❞❡ %❡♥.✐♦♥ ♦♥ &❡♥%&❡ ❞❛♥.
❧❛ .✉&♠♦❞✉❧❛%✐♦♥✳ K❛& ❛✐❧❧❡✉&. ❧❡. &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐5✉❡. ♣♦✉& ✉♥❡ ▼▲■ J .45✉❡♥❝❡ ③4&♦ (αzss)
❛%%❡✐❣♥❡♥% ❧❡✉& ✈❛❧❡✉& ♠❛①✐♠❛❧❡ ❧♦&.5✉❡ Vmax =
E√
3
✱ ❛✉ ❞❡❧J ❞❡ ❧❛5✉❡❧❧❡ ♥♦✉. ♣❛..♦♥. J ✉♥❡
③♦♥❡ ❞❡ .✉&♠♦❞✉❧❛%✐♦♥✳
❖♥ ♦❜.❡&✈❡ 5✉❡ ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ µ ♥✬❡.% ♣❛. ✉♥✐5✉❡✳ ❈❡❧❛ .✐❣♥✐✜❡ 5✉❡ ❞✬❛✉%&❡. .♦❧✉%✐♦♥.
♣♦..✐❜❧❡. 5✉✐ &❡♠♣❧✐..❡♥% ❞✬❛✉%&❡. ❝&✐%D&❡. ♣❡✉✈❡♥% M%&❡ ♠✐.❡. ❡♥ N✉✈&❡✳
❯♥❡ ❛✉%&❡ ❛♥❛❧②.❡ ❡.% ❢❛✐%❡ ❝♦♥❝❡&♥❛♥% ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ µ ✈✐.✲J✲✈✐. ❞❡. ♣❡&%❡. ♣❛& ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥
❝♦♠♠❡ ✐❧ .❡&❛ ❞4❝&✐% ❞❛♥. ❧❛ .❡❝%✐♦♥ .✉✐✈❛♥%❡✳
 ❡"#❡$ ♣❛" ❝♦♠♠✉#❛#✐♦♥
▼.#❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡$ ♣❡"#❡$ ♣❛" ❝♦♠♠✉#❛#✐♦♥ ✿
▲❡. ♣❡&%❡. ♣❛& ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ .♦♥% ❧❛ ❞✐..✐♣❛%✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐..❛♥❝❡ ♣❡♥❞❛♥% ❧❛ ❢❡&♠❡%✉&❡ ❡% ❧✬♦✉✲
✈❡&%✉&❡ ❞❡ ❧✬✐♥%❡&&✉♣%❡✉&✳ ▲✬❡①♣&❡..✐♦♥ ❞❡ ❧✬4♥❡&❣✐❡ ❞✐..✐♣4❡ .❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ ❞❡✉① ❢♦✐. ✿
▲✬4♥❡&❣✐❡ ❞✐..✐♣4❡ ♣❡♥❞❛♥% ❧❛ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ J ❧❛ ❢❡&♠❡%✉&❡ ❞❡ ❧✬■●❇❚✱ ♥♦%4❡ ETON ✱ ❡.% ❞4✜♥✐❡
♣❛& ✿
ETON =
∫ t2ON
t1ON
vce(t)ic(t)dt, ✭✹✳✸✶✮
▲✬4♥❡&❣✐❡ ❞✐..✐♣4❡ ♣❡♥❞❛♥% ❧❛ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ J ❧❛ ❢❡&♠❡%✉&❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♦❞❡✱ ♥♦%4❡ EDON ❡.%
♥4❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ ❡% ❞♦♥❝ ✿
EDON = 0, ✭✹✳✸✷✮
❛✈❡❝ t1ON ❡% t2ON .♦♥% &❡.♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ❧❡ ❞4❜✉% ❡% ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ J ❧❛ ❢❡&♠❡%✉&❡✱ ✜❣✉&❡
✹✳✶✵✳
❊◆■❚✲▲●K ✷✵✶✻ ✶✸✾
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✵ ✕ ❙❝❤$♠❛ '②♥♦♣,✐.✉❡ ❞❡' ❝♦♠♠✉,❛,✐♦♥' ❛✉ '❡✐♥ ❞✬✉♥ ■●❇❚ ❡, ❞✬✉♥❡ ❞✐♦❞❡✱ ❬✾✼❪✳
▲✬5♥❡&❣✐❡ ❞✐..✐♣5❡ ♣❡♥❞❛♥% ❧❛ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ 8 ❧✬♦✉✈❡&%✉&❡ ❞❡ ▲✬■●❇❚✱ ♥♦%5❡ ETOFF ✱ ❡.% ❞5✜♥✐❡
♣❛& ✿
ETOFF =
∫ t2OFF
t1OFF
vce(t)ic(t)dt, ✭✹✳✸✸✮
▲✬5♥❡&❣✐❡ ❞✐..✐♣5❡ ♣❡♥❞❛♥% ❧❛ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♦❞❡ ❛✉ ❜❧♦❝❛❣❡✱ EDOFF ✱ ❛♣♣❡❧5❡ ❛✉..✐
5♥❡&❣✐❡ ❞❡ &❡❝♦✉✈&❡♠❡♥%✱ ❡.% ❞5✜♥✐❡ ♣❛& ✿
EDOFF = Err =
∫ t4OFF
t3OFF
vce(t)ic(t)dt, ✭✹✳✸✹✮
✶✹✵ ❊◆■❚✲▲●I ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
❛✈❡❝ t1OFF ❡% t2OFF .♦♥% &❡.♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ❧❡ ❞5❜✉% ❡% ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ 9 ❧✬♦✉✈❡&%✉&❡ ❞❡
❧✬■●❇❚ ❡% t3OFF ❡% t4OFF .♦♥% &❡.♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ❧❡ ❞5❜✉% ❡% ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ 9 ❧✬♦✉✈❡&%✉&❡
❞❡ ❧❛ ❞✐♦❞❡✱ ✜❣✉&❡ ✹✳✶✵✳
▲❡. ♣❡&%❡. %♦%❛❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✱ PcommT,D ✱ .♦♥% ❧❛ .♦♠♠❡ ❞❡. ♣❡&%❡. 9 ❧✬❛♠♦&C❛❣❡ ❡% ❛✉
❜❧♦❝❛❣❡ ♠✉❧%✐♣❧✐5 ♣❛& ❧❛ ❢&5E✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞5❝♦✉♣❛❣❡ Fd✱ ❬✾✽❪ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥%&❡ ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥ .✉✐✈❛♥%❡ ✿
PcommT,D = (ETON + ETOFF + Err)Fd. ✭✹✳✸✺✮
❈❡. ♣❡&%❡. .♦♥% ❝❛❧❝✉❧5❡. ❞❛♥. ✉♥ .❡✉❧ ■●❇❚ ❡% ❞❛♥. ✉♥❡ .❡✉❧❡ ❞✐♦❞❡ ❞♦♥❝ ♣♦✉& ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡. ♣❡&%❡. ❞❛♥. ✉♥ ❜&❛. ❡♥%✐❡&✱ ♥♦✉. ♣&♦❝5❞♦♥. ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐O&❡ .✉✐✈❛♥%❡ ✿
Pcommbras1 = 2 ∗ PcommT,D . ✭✹✳✸✻✮
❆✐♥.✐ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡. ♣❡&%❡. ♣❛& ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✱ ❞❡. %&♦✐. ❜&❛. ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✱ ❬✾✾❪✱ .❡ ❢❛✐% ❝♦♠♠❡
.✉✐% ✿
Pcommtotale = Pcommbras1 + Pcommbras2 + Pcommbras3 = 3 ∗ Pcommbras1 . ✭✹✳✸✼✮
❯♥❡ ❛✉%&❡ ♠5%❤♦❞❡ ❞✬❡.%✐♠❛%✐♦♥ ❞❡. ♣❡&%❡. ♣❛& ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✱ ❬✶✵✵❪✱ ❡.% ❞❡ ❧❡. ❝❛❧❝✉❧❡&
❞✐&❡❝%❡♠❡♥% 9 ♣❛&%✐& ❞❡. ❛❜❛E✉❡. ❞♦♥♥5❡. ♣❛& ❧❡ ❝♦♥.%&✉❝%❡✉& ❞❛♥. ❧❡ ❞❛%❛ .❝❤❡❡%✱ ✈♦✐& ❧❡.
❞♦♥♥5❡. %❡❝❤♥✐E✉❡. ❞❛♥. ❆♥♥❡①❡ ❈ ❡% ❆♥♥❡①❡ ❉✳
❘!❞✉❝%✐♦♥ ❞❡* ♣❡,%❡* ♣❛, ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ♣❛, ❧❡ ❜✐❛✐* ❞❡* ❞❡❣,!* ❞❡ ❧✐❜❡,%! ✿
❯♥❡ ❢♦✐. E✉❡ ♥♦✉. .❛✈♦♥. ❝♦♠♠❡♥% ❝❛❧❝✉❧❡& ❧❡. ♣❡&%❡. ♣❛& ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✱ ♥♦✉. ❛❧❧♦♥. ❢❛✐&❡
❡♥ .♦&%❡ E✉❡ µ .♦✐% &5❣❧5 ♣♦✉& &5❞✉✐&❡ ❧❡. ♣❡&%❡. ♣❛& ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❧♦&.E✉❡ ❧❡ &❛♣♣♦&%
❝②❝❧✐E✉❡ α ❡.% ✜①5 9 +1 .✬✐❧ ❡.% ❜❧♦E✉5 9 ❧✬5%❛% ❤❛✉% ♦✉ 9 −1 .✬✐❧ ❡.% ❜❧♦E✉5 9 ❧✬5%❛% ❜❛.✱ ♣♦✉& ✉♥❡
♣5&✐♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ Tc✱ ❧❡ ❜&❛. ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❝♦&&❡.♣♦♥❞❛♥% ♥✬❡.% ♣❛. ❛❝%✐✈5 ✭.❛%✉&5✮ ❡% ❞♦♥❝
❧❡. ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&. ♥❡ ❝♦♠♠✉%❡♥% ♣❛.✳ ❆✐♥.✐ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉. ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ .✉& ✉♥ ❜&❛. ♣❡♥❞❛♥%
1
3
❞❡ ♣5&✐♦❞❡ ❡% ❞♦♥❝ ❧❡. ♣❡&%❡. ♣❛& ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ .♦♥% &5❞✉✐%❡.✱ ❝✬❡.% ❝❡ E✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✧❙%&❛%5❣✐❡
▼▲■ ❞✐.❝♦♥%✐♥✉❡✧✱ ❉Z❲▼✱ ❬✼✼❪✳ ❊❧❧❡. .♦♥% ❞❡. .%&❛%5❣✐❡. ❞✐%❡. ✧❞❡✉① ♣❤❛.❡.✧✳ ❈❡❧❛ .✐❣♥✐✜❡ E✉❡
❞❡✉① ❜&❛. ❞❡ ♣♦♥% ❝♦♠♠✉%❡♥% ❛❧♦&. E✉❡ ❧❡ %&♦✐.✐O♠❡ &❡.%❡ ❜❧♦E✉5✱ .♦✐% 9 ❧✬5%❛% ❤❛✉%✱ .♦✐% 9 ❧✬5%❛%
❜❛.✳
❈❡ ❝♦♥❝❡♣%✱ ❞❡ ❣❛&❞❡& ❧✬5%❛% ❞❡ ❜&❛. ❞❡ ♣♦♥% ✐♥❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ 9 ❝❤❛E✉❡ ♣5&✐♦❞❡ ❞❡ ❞5❝♦✉♣❛❣❡✱
❛ ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡❝%✐❢ ❧❛ &5❞✉❝%✐♦♥ ❞❡. ♣❡&%❡. ♣❛& ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ❬✶✵✶❪✳
❋✐①♦♥. ♠❛✐♥%❡♥❛♥% ❞✬✉♥❡ ❢❛C♦♥ ❛&❜✐%&❛✐&❡ µ %❡❧ E✉❡ µ = µhigh✱ ✜❣✉&❡ ✹✳✶✶✳
❊◆■❚✲▲●Z ✷✵✶✻ ✶✹✶
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
µ
αa αb αc
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✶ ✕ ❋♦#♠❡ ❞❡ µ ❡' ❛❧❧✉#❡ ❞❡+ #❛♣♣♦#'+ ❝②❝❧✐0✉❡+ ♣♦✉# µ = µhigh✳
▲❡. &5.✉❧%❛%. ❞❡ .✐♠✉❧❛%✐♦♥ ♠♦♥%&❡♥% 7✉❡ ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞❡. &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐7✉❡. ❝❤❛♥❣❡♥%✱ ❝♦♠♠❡
✐❧❧✉.%&5 ❞❛♥. ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✶✶✳
▲❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✶✷ ♠♦♥%&❡ 7✉❡ ❧❛ ❢♦&♠❡ ❣5♥5&❛❧❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ Vab ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛. ❡% &❡.%❡ ❝♦&&❡❝%❡
7✉❡❧7✉❡ .♦✐% ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞❡ µ✱ ✜❣✉&❡ ✹✳✶✷✳
Vab
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✷ ✕ ❆❧❧✉#❡ ❞❡ ❧❛ '❡♥+✐♦♥ Vab ♣♦✉# µ = µhigh✳
▲❡ ❢❛✐% ❞❡ ❝❤♦✐.✐& µ = µhigh ♣❡&♠❡% ❞❡ ❜❧♦7✉❡& ✉♥ ❜❛. @ ✉♥❡ ❝❡&%❛✐♥❡ ♣5&✐♦❞❡ ❝❡ 7✉✐ .✬❡①♣❧✐7✉❡
♣❛& ❧❡ ❢❛✐% 7✉❡ ❧❡. &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐7✉❡. .♦♥% ❝♦♥.%❛♥%. ❡% ✜①5. @ 1 ❞✉&❛♥% ✉♥ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡ ❞♦♥♥5✳
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣&❡♥❞&❡ ❧❡ ♣&✐♥❝✐♣❡ ❡% ❧❛ ❞✐✛5&❡♥❝❡ ❡♥%&❡ ✉♥❡ ▼▲■ .✐♥✉.♦F❞❛❧❡✱ ❙H❲▼✱ ❡% ✉♥❡
▼▲■ ❞✐.❝♦♥%✐♥✉❡ ✭❛✈❡❝ ❜❧♦❝❛❣❡ ❞✬✉♥ ❜&❛.✮✱ ❉H❲▼✱ ♥♦✉. ♣&♦♣♦.♦♥. ❧❡ .❝❤5♠❛ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✶✸✱
✐❧❧✉.%&❛♥% ❧❡. ♦&❞&❡. ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❛♥. ❧❡. ❞❡✉① ❝❛. ✿
✶✹✷ ❊◆■❚✲▲●H ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
✭❛✮
✭❜✮
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✸ ✕ ✭❛✮ ❖%❞%❡( ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✐((✉( ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛%❛✐(♦♥ ♠♦❞✉❧❛♥2❡✲♣♦%2❡✉(❡ ❞❛♥( ❧❡
❝❛( ❞✬✉♥❡ ▼▲■ (✐♥✉(♦7❞❛❧❡✳ ✭❜✮ ❖%❞%❡( ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✐((✉( ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛%❛✐(♦♥ ♠♦❞✉❧❛♥2❡✲♣♦%2❡✉(❡
❞❛♥( ❧❡ ❝❛( ❞✬✉♥❡ ▼▲■ ❞✐(❝♦♥2✐♥✉❡✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉. ♣♦✉✈♦♥. ❧❡ ✈♦✐& .✉& ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✶✸❜✱ ❧♦&.<✉❡ ❧❡ ❜&❛. a ❡.% ❜❧♦<✉=✱ ❝✬❡.% > ❞✐&❡ ❧❡
&❛♣♣♦&% ❝②❝❧✐<✉❡ ❡.% ✜①= > 1✱ ❧❡. ♦&❞&❡. ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ .♦♥% ❛✉..✐ ✜①=. > 1 ❞✉&❛♥% %♦✉% ❧✬✐♥%❡&✈❛❧❧❡
❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ❞✉ ❜&❛. ❝♦&&❡.♣♦♥❞❛♥%✱ ❡% ❞♦♥❝ ❧❡. ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&. ♥❡ ❝♦♠♠✉%❡♥% ♣❛.✳ @❛& ❝♦♥.=<✉❡♥%✱
❧❡. ♣❡&%❡. ♣❛& ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ .♦♥% ♥❛%✉&❡❧❧❡♠❡♥% &=❞✉✐%❡.✱ ❡% ❞♦♥❝ ❞❛♥. ❝❡ ❝❛. ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥ ✹✳✸✼
❞❡✈✐❡♥% ✿
Pcommtotale = Pcommbras1 + Pcommbras2 = 2 ∗ Pcommbras1 . ✭✹✳✸✽✮
❆✜♥ ❞❡ ♠♦♥%&❡& ❧❛ &=❞✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❝❡. ♣❡&%❡. ❡♥ ❜❧♦<✉❛♥% ✉♥ ❜&❛.✱ ♥♦✉. ♣&=.❡♥%♦♥. ✉♥ ♣❡%✐%
.❝❤=♠❛ .②♥♦♣%✐<✉❡✱ ❝♦♥%❡♥❛♥% ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡% ❧❡. ♣❡&%❡. > ❝❤❛<✉❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ > ❧✬❛♠♦&G❛❣❡
❡% ❛✉ ❜❧♦❝❛❣❡ ♣♦✉& ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥❡ ▼▲■ .✐♥✉.♦K❞❛❧❡ ❡% ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥❡ ▼▲■ ❛✈❡❝ ❜❧♦❝❛❣❡ ❞✬✉♥ ❜&❛.✱
✜❣✉&❡ ✹✳✶✹✳ ▲❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❞❛♥. ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✶✹❜ ❡.% &=❞✉✐% ♣❛& &❛♣♣♦&% ❛✉ ♥♦♠❜&❡
❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❞❛♥. ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✶✹❛✳ ❉♦♥❝✱ ♥♦✉. ♣♦✉✈♦♥. ❝♦♥.%❛%❡& =✈❡♥%✉❡❧❧❡♠❡♥% <✉✬✐❧ ❡①✐.%❡
❊◆■❚✲▲●@ ✷✵✶✻ ✶✹✸
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
♠♦✐♥. ❞❡ ♣❡&%❡. ♣❛& ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✶✹❜ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜❧♦❝❛❣❡ ❞✬✉♥ ❜&❛.
❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ♣❛& &❛♣♣♦&% ❛✉ ❝❛. ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✶✹❛ ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥❡ ▼▲■ .✐♥✉.♦=❞❛❧❡✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✹ ✕ ✭❛✮ ❙❝❤'♠❛ ❞✬✐❧❧✉./0❛/✐♦♥ ❞❡. ❝♦♠♠✉/❛/✐♦♥. ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥❡ ▼▲■ .✐♥✉.♦7❞❛❧❡ ❡/
✭❜✮ ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥❡ ▼▲■ ❞✐.❝♦♥/✐♥✉❡✳
❉❛♥. ✉♥ %❡❧ ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ♦♣%✐♠✐.A ❡.% ❛..✉&A ❞❛♥. ❧❛ ♠❡.✉&❡ ♦B ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡
❧✐♥A❛&✐%A ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❡.% &❡.♣❡❝%A❡ ❡% ❧❡. ♣❡&%❡. ♣❛& ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ .♦♥% &A❞✉✐%❡.✳ ❊✛❡❝%✐✈❡♠❡♥%
❝❡ ❝❤♦✐① ❞❡ .♦❧✉%✐♦♥ ♣♦✉& ❧❛ ❣A♥A&❛%✐♦♥ ❞❡. &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐F✉❡. ♣❡&♠❡% ❞❡ ❣❛&❛♥%✐& ❞❡✉① ❝&✐%G&❡.
F✉✐ .♦♥% ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✐♥A❛&✐%A ❡% ❧❡. ♣❡&%❡. ♣❛& ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✳ ■❧ ♣❡✉% H%&❡ ♠✐. ❡♥ I✉✈&❡ J ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥ .❝❤A♠❛ ❞❡ ♣&✐♥❝✐♣❡ .✉✐✈❛♥% ✿
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✺ ✕ ❙❝❤'♠❛ ❞❡ ▼▲■ ❛♣♣❧✐;✉' ♣♦✉0 ❧❛ 0'❞✉❝/✐♦♥ ❞❡. ♣❡0/❡. ♣❛0 ❝♦♠♠✉/❛/✐♦♥
◆♦✉. ♥♦%♦♥. F✉✬✉♥ ❞❡❣&A ❞❡ ❧✐❜❡&%A ♣❡&♠❡% ❞❡ ❞A❝&✐&❡ ❝❡&%❛✐♥❡. .♦❧✉%✐♦♥. ❞❡ ▼▲■ A%✉❞✐A❡.
❛✉♣❛&❛✈❛♥% ❬✹✷❪ %❡❧❧❡ F✉❡ ❧❛ ▼▲■ .✐♥✉.♦=❞❛❧❡ ❡% ❧❛ ▼▲■ ❛✈❡❝ ✐♥❥❡❝%✐♦♥ ❞✬❤❛&♠♦♥✐F✉❡. %&♦✐.✳ ❊♥
✶✹✹ ❊◆■❚✲▲●T ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
✉%✐❧✐.❛♥% ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ .✐♠✉❧❛%✐♦♥✱ ✐❧ ❛ 7%7 ❞7♠♦♥%&7 8✉❡ ❝❡&%❛✐♥❡. .♦❧✉%✐♦♥. ❤❛❜✐%✉❡❧❧❡. ❝✐%7❡.
♣&7❝7❞❡♠♠❡♥% .♦♥% ✐♥❝❧✉.❡. ❞❛♥. ❧❡. ♠❛&❣❡. ❛❞♠✐..✐❜❧❡. ♣♦✉& ❧❡. ❞❡❣&7. ❞❡ ❧✐❜❡&%7 ❝❤♦✐.✐.✳ ❈❡%%❡
❛♣♣&♦❝❤❡ ♣❡&♠❡% ❞❡ ❣7♥7&❡& ❞❡. .♦❧✉%✐♦♥. ❞7❥; ❝♦♥♥✉❡. ♠❛✐. ❛✉..✐ ❞❡ ❞7♠♦♥%&❡& ❞❛♥. 8✉❡❧❧❡.
♣❧❛❣❡. ♣❡✉✈❡♥% =%&❡ ❝❤♦✐.✐❡. ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡. .♦❧✉%✐♦♥.✳ >❛&♠✐ ❝❡. ♥♦✉✈❡❧❧❡. .♦❧✉%✐♦♥. ♦♥ %&♦✉✈❡
♥♦%❛♠♠❡♥% ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣&7.❡♥%7 ❥✉.%❡ ❛✈❛♥% ❝♦♥❝❡&♥❛♥% ❧❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ❞✬✉♥ ❜&❛. ❡♥ ✜①❛♥% ❧❡. ♠❛&❣❡.
❞❡ µ ❛✜♥ ❞❡ &7❞✉✐&❡ ❧❡. ♣❡&%❡. ♣❛& ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥✳ ❈❡%%❡ %❡❝❤♥✐8✉❡ ; ❞7❥; 7%7 ❢❛✐%❡ ♣♦✉& ❧❡ ♠=♠❡
❜✉% ♠❛✐. .❛♥. ♣❛..❡& ♣❛& ✉♥❡ &7.♦❧✉%✐♦♥ ❞✉ .②.%B♠❡ ❧✐♥7❛✐&❡ ❡% .❛♥. ❢❛✐&❡ ❛♣♣❡❧ ; ❞❡. ❡♥.❡♠❜❧❡.
❞❡ .♦❧✉%✐♦♥. ❡♥ ❥♦✉❛♥% .✉& ❧❡. ♠❛&❣❡. ❞❡. ❞❡❣&7. ❞❡ ❧✐❜❡&%7✳
✹✳✷✳✸ ❘%❛❧✐)❛*✐♦♥ ❡①♣%0✐♠❡♥*❛❧❡
❈❡%%❡ ♣❛&%✐❡ ❡.% ❞7❞✐7❡ ; ❧❛ ✈❛❧✐❞❛%✐♦♥ ❡♥ %❡♠♣.✲&7❡❧ &7❛❧✐.7❡ ; ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ .②.%B♠❡ ❞❙>❆❈❊✳
❈❡%%❡ ❛♣♣&♦❝❤❡ ♣&♦♣♦.7❡ ❡.% ♠❡♥7❡ .✉& ✉♥ ❜❛♥❝ ❞✬❡..❛✐. ❞✐.♣♦♥✐❜❧❡ ❛✉ ❧❛❜♦&❛%♦✐&❡ ❡% 8✉❡ ♥♦✉.
❛❧❧♦♥. ❞7❝&✐&❡ ♣❛& ❧❛ .✉✐%❡✳
❆✈❛♥% ❞❡ ♣❛..❡& ; ❧✬7%❛♣❡ ❞❡ ♠✐.❡ ❡♥ F✉✈&❡ ❞❡. ❝♦♠♠❛♥❞❡. ❡% ❞❡ ♣&7.❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡. &7.✉❧%❛%.✱
✉♥❡ ❜&B✈❡ ❞❡.❝&✐♣%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛&%❡ ❞❙>❆❈❊ ❡% ❞❡. ♦✉%✐❧. ❧❛ ❝♦♥.%✐%✉❛♥% .❡&♦♥% ♣&7.❡♥%7.✳
✹✳✷✳✸✳✶ ■♥'(♦❞✉❝'✐♦♥ . ❧❛ ❝❛('❡ ❞❙3❆❈❊ ❉❙✶✶✵✹
▲✬♦❜❥❡❝%✐❢ ❞❡ ❝❡%%❡ .❡❝%✐♦♥ ❡.% ❞✬✐♥%&♦❞✉✐&❡ ❧❛ ❝❛&%❡ ✧❉❙✶✶✵✹✧ ❡% .♦♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞✬❡①♣❧♦✐%❛%✐♦♥
✧❈♦♥%&♦❧ ❉❡.❦✧✱ ❛✐♥.✐ 8✉❡ ❧❡✉& ✉.❛❣❡ ❞❛♥. ❧❡ ❞7✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% ❡% ❧✬✐♠♣❧7♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡. .♦❧✉%✐♦♥.
♣♦✉& ❧❡ ❝♦♥%&M❧❡ ❞❡. .②.%B♠❡. ❡♥ %❡♠♣. &7❡❧✳
▲❛ ❉❙✶✶✵✹ ❡.% ✉♥❡ ❝❛&%❡ ✧❝♦♥%&M❧❡✉& ♣✉✐..❛♥%❡✧ ♣♦✉& ❧❡. ❧♦✐. ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ♣&♦%♦%②✲
♣❛❣❡ &❛♣✐❞❡✳ ❙❛ ♣✉✐..❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡% .❡. ❊♥%&7❡.✴❙♦&%✐❡. ✭❊✴❙✮ .♦♥% ♣&✐♠♦&❞✐❛❧❡. ♣♦✉& ❧❡.
❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥. ✐♠♣❧✐8✉❛♥% ❞❡ ♥♦♠❜&❡✉① ❛❝%✐♦♥♥❡✉&. ❡% ❝❛♣%❡✉&.✳
❯%✐❧✐.7❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ■♥%❡&❢❛❝❡ ✭❘❚■✮✱ ❧❛ ❝❛&%❡ ❝♦♥%&M❧❡✉& ❡.% ❡♥%✐B&❡♠❡♥% ♣&♦❣&❛♠✲
♠❛❜❧❡ ; ♣❛&%✐& ❞❡ ❧✬❡♥✈✐&♦♥♥❡♠❡♥% ❞❡ .❝❤7♠❛ ❜❧♦❝ ❙✐♠✉❧✐♥❦✳ ❙✐♠✉❧✐♥❦ ❡.% ✉♥❡ ♣❧❛%❡✲❢♦&♠❡ ❞❡
.✐♠✉❧❛%✐♦♥ ❡% ❞❡ ♠♦❞7❧✐.❛%✐♦♥ ❞❡ .②.%B♠❡. ❞②♥❛♠✐8✉❡.✳ ■❧ ❢♦✉&♥✐% ✉♥ ❡♥✈✐&♦♥♥❡♠❡♥% ❣&❛♣❤✐8✉❡
❡% ✉♥ ❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜✐❜❧✐♦%❤B8✉❡. ❝♦♥%❡♥❛♥% ❞❡. ❜❧♦❝. ❞❡ ♠♦❞7❧✐.❛%✐♦♥ 8✉✐ ♣❡&♠❡%%❡♥% ❧❛ .✐♠✉❧❛✲
%✐♦♥✱ ❧✬✐♠♣❧7♠❡♥%❛%✐♦♥ ❡% ❧❡ ❝♦♥%&M❧❡ ❞❡ .②.%B♠❡. ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥. ❡% ❞❡ %&❛✐%❡♠❡♥% ❞✉ .✐❣♥❛❧✱
❬✶✵✷❪✳
❊❧❧❡ ❡.% ♣❛&%✐❝✉❧✐B&❡♠❡♥% ❛♣♣&♦♣&✐7❡ ♣♦✉& ❧❡. ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥. %❡❧❧❡. 8✉❡ ✿
• ❘♦❜♦%✐8✉❡✳
• ❈♦♥%&M❧❡✉&. ❛✉%♦♠♦❜✐❧❡.✳
• ❈♦♥%&M❧❡ ❞❡ .✉.♣❡♥.✐♦♥ ❛❝%✐✈❡✳
• ❈♦♥%&M❧❡✉&. ❞✉ ♠♦%❡✉& ; ✐♥❞✉❝%✐♦♥✳
• ❙②.%B♠❡. ❞❡ ♣♦.✐%✐♦♥♥❡♠❡♥% ❡% ♠♦%❡✉&. ; ✐♠♣✉❧.✐♦♥.✳
▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❙>❆❈❊ ❉❙✶✶✵✹ ❡.% ✉♥ ♣&♦❞✉✐% ❞❡ ❧❛ .♦❝✐7%7 ❞❙>❆❈❊✱ ✐❧ .❡ ❝♦♠♣♦.❡ ❞❡ ❞❡✉①
♣❛&%✐❡. ✿
• ❯♥❡ ❝❛&%❡ ❞✬✐♥%❡&❢❛❝❡ 78✉✐♣7❡ ❞✬✉♥ ♣&♦❝❡..❡✉& ❉❙> &❡❧✐❛♥% ❧❡ ♣❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥%&M❧❡ ;
❧✬♦&❞✐♥❛%❡✉&✳ ❊❧❧❡ ♣❡&♠❡% ❧✬❛❝8✉✐.✐%✐♦♥ ❞❡. ❞♦♥♥7❡. 8✉✐ .❡&♦♥% %&❛✐%7❡. .✉& ❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛%❡✉&✱
❊◆■❚✲▲●> ✷✵✶✻ ✶✹✺
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
❛✜♥ ❞❡ ❧❡. &❡♥✈♦②❡& .✉& ❧❡. ❛✉%&❡. 8❧8♠❡♥%. ❞✉ ❜❛♥❝ ✭✈♦✐& ✜❣✉&❡ ✹✳✶✻✮✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✻ ✕ ❈❛#$❡ ❞❙(❆❈❊ ❉❙✶✶✵✹ ❬✶✵✸❪✳
• ❯♥ ♣❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥%&@❧❡ ❝♦♠♣♦.8 ❞❡ 16 ♣&✐.❡. ❇◆❈ ♣❡&♠❡%%❛♥% ❞❡ ❝♦♥✈❡&%✐& ♥✉♠8&✐C✉❡✲
♠❡♥% ❞❡. ❞♦♥♥8❡. ❛♥❛❧♦❣✐C✉❡. ❛✈❛♥% ❞❡ ❧❡. %&❛♥.♠❡%%&❡ E ❧❛ ❝❛&%❡ ❬✶✵✸❪✳ ■❧ ❝♦♥%✐❡♥% ❛✉..✐
16 .♦&%✐❡. ❞8❧✐✈&❛♥% ❡♥ ❛♥❛❧♦❣✐C✉❡ ❧❡. .✐❣♥❛✉① ♥✉♠8&✐C✉❡. ✐..✉. ❞❡ ❧❛ ❝❛&%❡✳ ❙✉& ❧❡ ♣❛♥✲
♥❡❛✉ ♦♥ %&♦✉✈❡ 8❣❛❧❡♠❡♥% ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ▼▲■✱ ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡♥%&8❡✲.♦&%✐❡ ♥✉♠8&✐C✉❡✱
❞❡✉① ❝♦♥♥❡①✐♦♥. .8&✐❡. ❘❙✷✸✷ ❡% ❘❙✹✷✷ ❡% ❞❡✉① ❛✉%&❡. ❝♦♥♥❡①✐♦♥. ♣♦✉& ✉♥ ❝♦❞❡✉& ✭✈♦✐&
✜❣✉&❡ ✹✳✶✼✮✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✼ ✕ (❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥$#7❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛#$❡ ❞❙(❆❈❊ ❉❙✶✶✵✹✳
❈!"❛$✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞,❧❡ ❡♥ $❡♠♣0 !"❡❧ ❞❛♥0 ❙■▼❯▲■◆❑✴❞❙9❆❈❊ ❘❚■✶✶✵✹
R❛&♠✐ ❧❡. ❛✈❛♥%❛❣❡. ❞❡ ❧❛ ❝❛&%❡ ❉❙✶✶✵✹✱ ♦♥ %&♦✉✈❡ ✉♥❡ ❢❛❝✐❧✐%8 ❞❡ ❝♦♥.%&✉❝%✐♦♥ ❞❡. ❛♣♣❧✐❝❛✲
%✐♦♥. ❡♥ %❡♠♣. &8❡❧✳ ▲❡ %❡♠♣. ❡♥%&❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡&.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣%✐♦♥ ❞❡. ✐♥.%&✉❝%✐♦♥. ♥✉♠8&✐C✉❡.✱
♣♦✉& ❧❡ ❉❙R✱ ❡% ❧✬❡①8❝✉%✐♦♥ ❡✛❡❝%✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥✱ ❞8♣❡♥❞ .❡✉❧❡♠❡♥% ❞❡ ❧❛ ❢❛V♦♥ ❞♦♥% ❧✬♦&✲
❞✐♥❛%❡✉& ♣❡✉% ❝♦♠♣✐❧❡& &❛♣✐❞❡♠❡♥% ❧❡ ❝♦❞❡ ✐♥✐%✐❛❧✳ ❉❡✉① ♠8%❤♦❞❡. ♣❡&♠❡%%❡♥% ❞❡ ❝&8❡& ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❡♥ %❡♠♣. &8❡❧ ✿
✶✹✻ ❊◆■❚✲▲●R ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
• ❊♥ ✉%✐❧✐.❛♥% ▼❛%❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦✳ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ▼❛%❧❛❜ ❡.% ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❝♦♥.✐❞<&< ❝♦♠♠❡ ✉♥
♦✉%✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ■❧ ❝♦♥%✐❡♥% ✉♥ ♦✉%✐❧ ❞❡ ♠♦❞<❧✐.❛%✐♦♥ ✭❙✐♠✉❧✐♥❦✮✱ ❢♦✉&♥✐..❛♥% ❛✐♥.✐ ✉♥
❛❝❝B. ✐♠♠<❞✐❛% ❛✉① ♥♦♠❜&❡✉① ♦✉%✐❧. ❞❡ ❞<✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% ❛❧❣♦&✐%❤♠✐D✉❡✱ ❞❡ ✈✐.✉❛❧✐.❛%✐♦♥
❡% ❞✬❛♥❛❧②.❡ ❞❡ ❞♦♥♥<❡. ❞❡ ▼❛%❧❛❜✳ ■❧ ♣❡&♠❡% ❛✉..✐ ✉♥❡ &❡♣&<.❡♥%❛%✐♦♥ ❣&❛♣❤✐D✉❡ ❡♥
✉%✐❧✐.❛♥% ❧❡. ❜❧♦❝. ✐♥%❡&❝♦♥♥❡❝%<.✳ ▲❡. .②.%B♠❡. ❞❡ ❞<✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% ❡♥ %❡♠♣. &<❡❧✱ F ❜❛.❡
❞❡ ❉❙H ✭❉✐❣✐%❛❧ ❙✐❣♥❛❧ H&♦❝❡..❡✉&✮✱ .♦♥% ❧✐<. ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥%❡&❢❛❝❡ ❙✐♠✉❧✐♥❦✱ ♣❛& ❧❛D✉❡❧❧❡ ✐❧
❡.% ♣♦..✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡&%✐& ❧❡. ❜❧♦❝. ❞❡ ❙✐♠✉❧✐♥❦ ❡♥ ✉♥ ❝♦❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡ D✉✐ ♣❡✉% I%&❡ ❡①<❝✉%<
.✉& ✉♥ .②.%B♠❡ F ❜❛.❡ ❞❡ ❉❙H ❬✶✵✸❪✳ ▲❡ ♣&♦%♦%②♣❛❣❡ ♣❛..❡ ❛❧♦&. ♣❛& %&♦✐. <%❛♣❡. ✿
✶✳ ❈♦♥.%&✉✐&❡ ❧❡ .②.%B♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ✉%✐❧✐.❛♥% ❧❡. ❜❧♦❝. ❞❡ ❙✐♠✉❧✐♥❦
✷✳ ❙✐♠✉❧❡& ❧❡ .②.%B♠❡ ♣♦✉& ✈♦✐& ❧❡. &<.✉❧%❛%. ❞❛♥. ❞✐✛<&❡♥%. .❝<♥❛&✐♦.✳
✸✳ ❊①<❝✉%❡& ❧❡ ♠♦❞B❧❡ ❡♥ %❡♠♣. &<❡❧ F %&❛✈❡&. ❧❛ ❝❛&%❡ ❉❙✶✶✵✹✳
• ❊♥ ♣&♦❣&❛♠♠❛♥% ❧❡ ❝♦❞❡ ❡♥ ❈ ❞✐&❡❝%❡♠❡♥% ❡% ❡♥ ❝♦♠♣✐❧❛♥% ❧❡ ♠♦❞B❧❡ ❞❛♥. ❧❡ ❝♦❞❡ ❞✉
❉❙H✳
H❛&♠✐ ❝❡. ❞❡✉① ♠<%❤♦❞❡.✱ ♦♥ ❝♦♥✈✐❡♥% D✉❡ ❧❛ ♣&❡♠✐B&❡ ❡.% ❧❛ ♣❧✉. &❛♣✐❞❡✳ H♦✉& ❛✈♦✐& ❧❛
❧✐❜&❛✐&✐❡ ❘❚■✶✶✵✹ ✐❧ .✉✣% ❞❡ %❛♣❡& ❞❛♥. ❧✬❡.♣❛❝❡ ❞❡ %&❛✈❛✐❧ ▼❛%❧❛❜ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✧&✐%✧✳ ❯♥❡ ❢♦✐.
D✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❛❝❤❡✈< ❧❡ ♠♦❞B❧❡ ❞❡ ❙✐♠✉❧✐♥❦ D✉✬♦♥ ✈❡✉% ❡①<❝✉%❡& ❡♥ %❡♠♣. &<❡❧✱ ❧❛ .❡✉❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❡①✐❣<❡ ❡.% ❘❚❲ ❇✉✐❧❞ .♦✉. ❧❡ ♠❡♥✉ ❚♦♦❧. ❞❛♥. ❙✐♠✉❧✐♥❦✳ ❯♥❡ ❢♦✐. D✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡.% ❡①<❝✉%<❡✱
❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❞❙H❆❈❊ ❝&<❡ ✉♥ ✜❝❤✐❡& ♦❜❥❡% ✭✯✳♦❜❥✮ ❡% ❧❡ %<❧<❝❤❛&❣❡ .✉& ❧❛ ❝❛&%❡ ❉❙✶✶✵✹✳
❛✈❛♥% ❞❡ ✧%&❛♥.♣♦&%❡&✧ ❧❡ ♠♦❞B❧❡ ❞❛♥. ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞✉ %❡♠♣. &<❡❧✳
▲❡ ♠♦❞B❧❡ ❞<✈❡❧♦♣♣< ♣♦✉& ❧❛ .✐♠✉❧❛%✐♦♥ ❞♦✐% I%&❡ ❝♦♥♥❡❝%< F ❞❡. ❞✐.♣♦.✐%✐❢. ❡①%❡&♥❡. ✭❣<♥<✲
&❛%❡✉&. ❞❡ .✐❣♥❛✉① ❡% ♦.❝✐❧❧♦.❝♦♣❡.✮✳ H✉✐.D✉❡ ❝❡. ❞✐.♣♦.✐%✐❢. .♦♥% ♣❤②.✐D✉❡♠❡♥% ❞❡. ❣<♥<&❛%❡✉&.
✴ &<❝❡♣%❡✉&. ❞❡ .✐❣♥❛✉① ♣❛&%❛♥% ♦✉ ♣&♦✈❡♥❛♥% ❞✉ ❉❙H✱ ✐❧ ❡.% ♥<❝❡..❛✐&❡ ❞❡ ♣❛..❡& ❝❡. .✐❣♥❛✉①
♣❛& ❧✬✐♥%❡&♠<❞✐❛✐&❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉① ❞✬❡♥%&<❡✲.♦&%✐❡ ❛♥❛❧♦❣✐D✉❡.✱ .✐%✉<. .✉& ❧❡ ❜♦^%✐❡& ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❝❛&%❡✳ ■❧ ❡.% ♥<❝❡..❛✐&❡ ❛✐♥.✐ ❞❡ .✬❛..✉&❡& D✉❡ ❧❡. ❣<♥<&❛%❡✉&. ❡% ❧❡. &<❝❡♣%❡✉&. ❞❡. .✐❣♥❛✉①
.♦♥% &❡❧✐<. ♣❛& ❧✬✐♥%❡&♠<❞✐❛✐&❡ ❞❡. ❝_❜❧❡. ♣&♦%<❣<. ❇◆❈ ❛✉① ❡♥%&<❡. ❆❉❈ ❡% ❛✉① .♦&%✐❡. ❉❆❈
&❡.♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✳
▲❡ ❝❛♥❛❧ ❞✬❡♥%&<❡ ❛♥❛❧♦❣✐D✉❡ ❆❉❈ ♣&❡♥❞ ❧❡ .✐❣♥❛❧ ❛✈❡❝ ✉♥ &❛♣♣♦&% ❞❡
1
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✳ ❈❡❝✐ .✐❣♥✐✜❡ D✉❡
10V F ❧✬❡♥%&<❡ .❡&♦♥% ❧✉❡. ❝♦♠♠❡ 1V ❞❛♥. ❧❡ ♠♦❞B❧❡✳ ■❧ ❞♦✐% I%&❡ ♠✉❧%✐♣❧✐< ♣❛& 10 ❞❛♥. ❧❡
♠♦❞B❧❡ ♣♦✉& &❡%&♦✉✈❡& ❧✬❛♠♣❧✐%✉❞❡ &<❡❧❧❡✳ ❆ ❧❛ .♦&%✐❡✱ ❧❡ .✐❣♥❛❧ ❞♦✐% I%&❡ ❞✐✈✐.< ♣❛& 10 ❛✈❛♥%
❞✬I%&❡ ❝♦♥♥❡❝%< ❛✉ ❝❛♥❛❧✳ ❆✐♥.✐✱ ❞❡✉① ❜❧♦❝. ❞❡ ❣❛✐♥✱ ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦%❤BD✉❡ ❞❡ ♠❛%❤.✱ .❡&♦♥% ❡①✐❣<.
❝♦&&❡❝%❡♠❡♥% ♣♦✉& ❧✐&❡ ❡% <❝&✐&❡ ❧❡. ✈❛❧❡✉&. ♣&♦✈❡♥❛♥% ❡% ♣❛&%❛♥% ❞❡. ✈♦✐❡. ❛♥❛❧♦❣✐D✉❡.✳
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■❧ ❡.% ❝♦♥.%✐%✉B ❞✬✉♥ ♦&❞✐♥❛%❡✉& BI✉✐♣B ❞❡ ❈❖◆❚❘❖▲ ❉❊❙❑ ❡% ▼❛%❧❛❜✱ ❞✬✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉& ❞❡
%❡♥.✐♦♥✱ ❞✬✉♥❡ ❛❧✐♠❡♥%❛%✐♦♥ ♣♦✉& ❧❡ ❜✉. ❉❈ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉&✱ ❞✬✉♥ ❞&✐✈❡& ❡% .♦♥ ❛❧✐♠❡♥%❛%✐♦♥✱ ❞✬✉♥❡
❝❛&%❡ ❊❧②♦&✐.✱ ❞✬✉♥❡ ❝❛&%❡ ❞❙T❆❈❊ ✶✶✵✹ ❡% ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ %&✐♣❤❛.B❡ R−L K ❝♦✉&❛♥% ❛❧%❡&♥❛%✐❢✳
✶✺✵ ❊◆■❚✲▲●T ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✷ ✕ ❇❛♥❝ ❞✬❡((❛✐(✳
◆♦✉. ❛❧❧♦♥. ❡..❛②❡& ❞❡ ❞7❝&✐&❡ ❝❤❛8✉❡ 7❧7♠❡♥% ❞✉ ❜❛♥❝ ❞✬❡..❛✐.✱ ; .❛✈♦✐& ✿
▲❛ ❝❛#$❡ ❊❧✐♦#②+ ✿ ❝&77❡ ❡♥ ✷✵✵✺ ♣❛& %&♦✐. ✐♥❣7♥✐❡✉&. ❞❡ ❧✬❊◆■ ❞❡ ❚❛&❜❡.✱ ❊❧✐♦&②. ❡.% ✉♥
❜✉&❡❛✉ ❞✬7%✉❞❡. .♣7❝✐❛❧✐.7 ❡♥ ❝♦♥❝❡♣%✐♦♥ 7❧❡❝%&♦♥✐8✉❡ ❡% .②.%D♠❡ ♠7❝❛%&♦♥✐8✉❡.✳ ❙✬❛♣♣✉②❛♥%
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❞❙M❆❈❊ ✈❡&. ❧✬♦♥❞✉❧❡✉&✱ ♠❛✐. ❡❧❧❡ .❡&% ❛✉..✐ ❞❡ ♣&♦%❡❝%✐♦♥ ♣♦✉& ❧❡. ■●❇❚ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉&✳
▲✬❛❧✐♠❡♥$❛$✐♦♥ ❞❡+ ❞#✐✈❡#+ ✿ ❛②❛♥% ❝♦♠♠❡ ❝❛&❛❝%7&✐.%✐8✉❡. 30V − 5A✳
▲✬❛❧✐♠❡♥$❛$✐♦♥ ❞✉ ❜✉+ ❉❈ ✿ ❡❧❧❡ ❢❛✐% 150V − 20A✳
▲✬♦♥❞✉❧❡✉# ❞❡ $❡♥+✐♦♥ ✿ ❝♦♥%❡♥❛♥% ❞❡. ■●❇❚ ❞♦♥% ❧❛ ✜❝❤❡ %❡❝❤♥✐8✉❡ ❞✉ ❙❊▼■❑❘❖◆ ❡.%
❞7%❛✐❧❧7❡ ❞❛♥. ❆♥♥❡①❡ ❈✳
▲❛ ❝❤❛#❣❡ $#✐♣❤❛+8❡ ✿ ❝✬❡.% ✉♥❡ ❝❤❛&❣❡ 78✉✐❧✐❜&7❡ ❛②❛♥% ✉♥❡ &7.✐.%❛♥❝❡ ❡% ✉♥❡ ✐♥❞✉❝%❛♥❝❡
%&✐♣❤❛.7❡✱ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉& ❞❡ ❧❛ &7.✐.%❛♥❝❡ R = 10Ω ❡% ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉& ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝%❛♥❝❡
L = 9.4mH✳
▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ❡.% ❢❛✐%❡ ♣❛& ▼♦❞✉❧❛%✐♦♥ ❞❡ ▲❛&❣❡✉& ❞✬■♠♣✉❧.✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❢&78✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦&%❡✉.❡ ❞❡ 1kHz✱ ✉♥❡ ♣7&✐♦❞❡ ❞✬7❝❤❛♥%✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ 10−6 ❡% ✉♥❡ ❢&78✉❡♥❝❡ ❞❡.
%❡♥.✐♦♥. ♠♦❞✉❧7❡. ❞❡ 50Hz✳
✹✳✷✳✸✳✸ ❘8+✉❧$❛$+ ❡①♣8#✐♠❡♥$❛✉①
❉❛♥. ❝❡%%❡ ♣❛&%✐❡✱ ♥♦✉. ♣&7.❡♥%♦♥. ❧❡. &7.✉❧%❛%. ✐..✉. ❞❡ ❧✬❡①♣7&✐♠❡♥%❛%✐♦♥ ♣♦✉& ❧❡. %&♦✐.
.%&❛%7❣✐❡. ❞❡ ▼▲■✱ ❧❛ ▼▲■ .✐♥✉.♦W❞❛❧❡✱ ❧❛ ▼▲■ ; .78✉❡♥❝❡ ③7&♦ ✭✐♥❥❡❝%✐♦♥ ❞✬❤❛&♠♦♥✐8✉❡. %&♦✐.✮
❊◆■❚✲▲●M ✷✵✶✻ ✶✺✶
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
❡% ❧❛ ▼▲■ ❞✐.❝♦♥%✐♥✉❡✳ ▲❡. ♠♦❞8❧❡. ❞❡ .❝❤9♠❛. ❜❧♦❝. ✉%✐❧✐.9. ❞❛♥. ▼❛%❧❛❜ .♦♥% ✐❧❧✉.%&9. ❞❛♥.
❆♥♥❡①❡ ❊✳
 ♦✉# ❧❛ ▼▲■ )✐♥✉)♦,❞❛❧❡
❈♦♠♠❡ ♥♦✉. ❧✬❛✈♦♥. ✈✉ ❞❛♥. ❧❛ .❡❝%✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳✶✱ ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥ ❞❡. &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐A✉❡. .✬9❝&✐%
.♦✉. ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
αi3bras =
Vref
E
+
1
2
U. ✭✹✳✸✾✮
▲❡. &9.✉❧%❛%. ❡①♣9&✐♠❡♥%❛✉① .♦♥% ♣&9.❡♥%9. ❞❛♥. ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✷✸✳ ■❧. .♦♥% ♦❜%❡♥✉. ❛✈❡❝ ✉♥❡
%❡♥.✐♦♥ E = 150V ❡% Vmax =
E
2
✱ ❝❛& ❝♦♠♠❡ ♥♦✉. ❧✬❛✈♦♥. 9✈♦A✉9 ♣&9❝9❞❡♠♠❡♥%✱ ❛✉ ❞❡❧J ❞❡ ❧❛
✈❛❧❡✉& ❞❡ Vmax >
E
2
✱ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✐♥9❛&✐%9 ♥✬❡.% ♣❧✉. ❣❛&❛♥%✐❡ ♣♦✉& ❝❡ %②♣❡ ❞❡ .%&❛%9❣✐❡✳
❈❡. &9.✉❧%❛%. .♦♥% ✐..✉. ❞❡ ❧✬✐♥%❡&❢❛❝❡ ✧❈♦♥%&♦❧ ❉❡.❦✧ ❞❡ ❧❛ ❝❛&%❡ ❞❙P❆❈❊✳ ▲❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✷✸
✐❧❧✉.%&❡ ❧✬❛❧❧✉&❡ ❞❡. &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐A✉❡. ❞9❝❛❧9. ❞❡
2pi
3
♣♦✉& ❧❡. %&♦✐. ❜&❛. ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&
❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✸ ✕ ❆❧❧✉$❡ ❞❡' $❛♣♣♦$+' ❝②❝❧✐/✉❡' ♣♦✉$ ✉♥❡ ▼▲■ '✐♥✉'♦✐❞❛❧❡✳
❆✜♥ ❞❡ ❜✐❡♥ ✈✐.✉❛❧✐.❡& ❧❡. ❛❧❧✉&❡. ❞❡. ✈❛&✐❛❜❧❡. ❞❡ .♦&%✐❡✱ ❧❡✉& ❋❋❚ ❛✐♥.✐ A✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❡✉&
❚❍❉ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❝♦♠♣♦.9❡✱ ♥♦✉. ❛✈♦♥. ❝❤♦✐.✐ ❞✬✉%✐❧✐.❡& ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❙❝✐❧❛❜ A✉✐ ❡.% ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠9&✐A✉❡ ❡% ❞❡ ♠♦❞9❧✐.❛%✐♦♥ .❝✐❡♥%✐✜A✉❡✱ ❢♦✉&♥✐..❛♥% ✉♥ ❡♥✈✐&♦♥♥❡♠❡♥% ❞❡ ❞9✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥% ❛✉① ❝♦♥❝❡♣%❡✉&. ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧. .❝✐❡♥%✐✜A✉❡. ❡% ♣&♦♣♦.❛♥% ♣❧✉.✐❡✉&. ❢♦♥❝%✐♦♥. ♠❛%❤9♠❛%✐A✉❡.✳
❙♦♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣&♦❣&❛♠♠❛%✐♦♥ ❡.% %&8. ♣&♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ▼❛%❧❛❜✳ ■❧ ❡.% ❞9✈❡❧♦♣♣9 ❡% 9❞✐%9
♣❛& ❧✬✐■♥.%✐%✉% ◆❛%✐♦♥❛❧ ❞❡ ❘❡❝❤❡&❝❤❡ ❡♥ ■♥❢♦&♠❛%✐A✉❡ ❡% ❡♥ ❆✉%♦♠❛%✐A✉❡ ✭■◆❘■❆✮ ❡% ❞✐.%&✐❜✉9
❣&❛%✉✐%❡♠❡♥% .✉& ♣&❡.A✉❡ %♦✉% %②♣❡ ❞✬♦&❞✐♥❛%❡✉&. ✭P❈ ❲✐♥❞♦✇.✱ ▲✐♥✉①✱ ❯♥✐①✱ ❡%❝✳✮✱ ❬✶✵✺❪✳
▲❡. &9.✉❧%❛%. ♦❜%❡♥✉. .♦♥% ✐❧❧✉.%&9.✱ ✜❣✉&❡ ✹✳✷✹ ✿
✶✺✷ ❊◆■❚✲▲●P ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✹ ✕ ✭❛✮ ❆❧❧✉'❡ ❞❡ ❧❛ *❡♥,✐♦♥ Vab✱ ✭❜✮ ❋❋❚ ❞❡ ❧❛ *❡♥,✐♦♥ Vab ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬✉♥❡ ▼▲■
,✐♥✉,♦8❞❛❧❡✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✺ ✕ ❖'❞'❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ C1 ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬✉♥❡ ▼▲■ ,✐♥✉,♦8❞❛❧❡✳
▲❛. ✜❣✉&❡ ✹✳✷✹❛ ♣&9.❡♥%❡♥% ❧✬❛❧❧✉&❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❝♦♠♣♦.9❡ Vab ❡% ✹✳✷✹❜ ✐❧❧✉.%&❡ .❛ ❋❋❚✳ ▲❡
.♣❡❝%&❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❝♦♠♣♦.9❡ ♠♦♥%&❡ ✉♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧ ❞❡ 41V ✳ ▲❡. &❛✐. ❤❛&♠♦♥✐>✉❡. .❡ .✐%✉❡♥%
? ❧❛ ❢&9>✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞9❝♦✉♣❛❣❡ ❡% .❡. ♠✉❧%✐♣❧❡. ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐%✉❞❡ >✉✐ ✈❛&✐❡ .❡❧♦♥ ❧❛ ❢&9>✉❡♥❝❡✳
❊◆■❚✲▲●E ✷✵✶✻ ✶✺✸
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
▲❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✷✺ ♣&:.❡♥%❡ ❧✬❛❧❧✉&❡ ❞❡ ❧✬♦&❞&❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ C1 ❛♣♣❧✐;✉: < ❧✬✐♥%❡&&✉♣%❡✉& K1 ❞✉
❜&❛. a ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉&✱ ✈♦✐& ✜❣✉&❡ ✹✳✶✳
 ♦✉# ❧❛ &'#❛'(❣✐❡ , &(-✉❡♥❝❡ ③(#♦
❘❛♣♣❡❧♦♥. ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥ ❞❡. &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐;✉❡. ♣♦✉& ❧❛ ▼▲■ < .:;✉❡♥❝❡ ③:&♦ ❞:❝&✐%❡ ❞❛♥. ❧❛
.❡❝%✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳✷ ✿
αi3bras =
Vref
E
+
1
2
U +
Vno
E
U. ✭✹✳✹✵✮
▲❡. &:.✉❧%❛%. ❡①♣:&✐♠❡♥%❛✉① .♦♥% ♣&:.❡♥%:. ❞❛♥. ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✷✻ ❞❛♥. ❧❛;✉❡❧❧❡ ♦♥ ✐❧❧✉.%&❡ ❧❡.
❛❧❧✉&❡. ❞❡. &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐;✉❡. ❛♣♣❧✐;✉:. ❛✉① %&♦✐. ❜&❛. ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✻ ✕ ❆❧❧✉$❡ ❞❡' $❛♣♣♦$+' ❝②❝❧✐/✉❡' ❛♣♣❧✐/✉0' ❛✉① +$♦✐' ❜$❛' ❞✬♦♥❞✉❧❡✉$ ♣♦✉$ ❧❛ ▼▲■ 8
'0/✉❡♥❝❡ ③:$♦✳
❈♦♠♠❡ ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞❡ ❧❛ ▼▲■ .✐♥✉.♦K❞❛❧❡✱ ♥♦✉. ❛❧❧♦♥. ♣&:.❡♥%❡& ❧✬❛❧❧✉&❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❝♦♠✲
♣♦.:❡ ❛✐♥.✐ ;✉❡ .❛ ❋❋❚✳
✶✺✹ ❊◆■❚✲▲●Q ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✼ ✕ ✭❛✮ ❆❧❧✉'❡ ❞❡ ❧❛ *❡♥,✐♦♥ Vab✱ ✭❜✮ ❋❋❚ ❞❡ ❧❛ *❡♥,✐♦♥ Vab ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬✉♥❡ ▼▲■ 8
,9:✉❡♥❝❡ ③9'♦✳
▲❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✷✼❛ ✐❧❧✉.%&❡ ❧✬❛❧❧✉&❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❝♦♠♣♦.:❡ Vab ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛
▼▲■ = .:>✉❡♥❝❡ ③:&♦ ❡% ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✷✼❜ ❧❛ ❋❋❚ ❞❡ ❝❡%%❡ %❡♥.✐♦♥✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✽ ✕ ❖'❞'❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ C1 ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬✉♥❡ ▼▲■ 8 ,9:✉❡♥❝❡ ③9'♦✳
▲❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✷✽ ♣&:.❡♥%❡ ❧✬♦&❞&❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ C1 ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥❡ ▼▲■ = .:>✉❡♥❝❡ ③:&♦✳
❊◆■❚✲▲●G ✷✵✶✻ ✶✺✺
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
◆♦✉. ♣♦✉✈♦♥. ❝♦♥.%❛%❡& ❞❛♥. ❝❡ ❝❛. ❞❡ .%&❛%7❣✐❡ 9✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐%✉❞❡ ❞✉ ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧ ✭< F = 50hz✮
❡.% ❛✉❣♠❡♥%7 ❞❡ 15% ♣❛& &❛♣♣♦&% ❛✉ ❝❛. ❞❡ ❧❛ ▼▲■ .✐♥✉.♦A❞❛❧❡✳
■❧ ❡.% < ♥♦%❡& 9✉❡ ❧❡. ♦&❞&❡. ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞❡ ❧❛ ▼▲■ .✐♥✉.♦A❞❛❧❡✱ ✜❣✉&❡ ✹✳✷✺✱ ❡%
❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞❡ ❧❛ ▼▲■ < .79✉❡♥❝❡ ③7&♦ ✹✳✷✽ .♦♥% ✐❞❡♥%✐9✉❡.✳
 ♦✉# ❧❛ &'#❛'(❣✐❡ ▼▲■ ❞✐&❝♦♥'✐♥✉❡
❉❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥❡ ▼▲■ ❞✐.❝♦♥%✐♥✉❡ ❡♥ ❜❧♦9✉❛♥% ✉♥ ❜&❛. ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❡♥ ♠❡%%❛♥% µ = µhigh✱
❧✬❛❧❧✉&❡ ❞❡. &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐9✉❡. ❡.% ♣&7.❡♥%7❡ ❞❛♥. ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✷✾ .♦✉. ❞❙M❆❈❊ ❝♦♠♠❡ .✉✐% ✿
❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✾ ✕ ❆❧❧✉$❡ ❞❡' $❛♣♣♦$+' ❝②❝❧✐/✉❡' ♣♦✉$ µ = µhigh✳
■❧ ❡.% < ♥♦%❡& 9✉❡ ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞❡. &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐9✉❡. ❝❤❛♥❣❡♥%✱ ❡% ❝❤❛9✉❡ &❛♣♣♦&% ❝②❝❧✐9✉❡ &❡.%❡
❜❧♦9✉7 < 1 ❞✉&❛♥% ✉♥ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡ ❞❡ %❡♠♣. ❞♦♥♥7✱ ✜❣✉&❡ ✹✳✷✾✳
▲❡. &7.✉❧%❛%. ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②.❡ .♣❡❝%&❛❧❡ ♣♦✉& ❝❡ %②♣❡ ❞❡ .%&❛%7❣✐❡ .♦♥% ❞♦♥♥7. ❞❛♥. ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✸✵✳
▲❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✸✵❛ ♣&7.❡♥%❡ ❧✬❛❧❧✉&❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ Vab ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥❡ ▼▲■ ❞✐.❝♦♥%✐♥✉❡✳ ▲❡ .❝❤7♠❛
❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✸✵❜ ✐❧❧✉.%&❡ ❧❛ ❋❋❚ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥✳ ▲❡. &❛✐. ❤❛&♠♦♥✐9✉❡. ❧❡. ♣❧✉. ✐♠♣♦&%❛♥%❡. .❡
❝♦♥❝❡♥%&❡♥% ❛✉%♦✉& ❞❡ ❧❛ ❢&79✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞7❝♦✉♣❛❣❡✳ ▲❡✉&. ❛♠♣❧✐%✉❞❡. ❜❛✐..❡♥% ❡♥ .✬7❧♦✐❣♥❛♥% ❞❡
❝❡%%❡ ❢&79✉❡♥❝❡ ✈❡&. ❧❡. ❤❛✉%❡. ❢&79✉❡♥❝❡.✳
✶✺✻ ❊◆■❚✲▲●M ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✵ ✕ ✭❛✮ ❆❧❧✉'❡ ❞❡ ❧❛ *❡♥,✐♦♥ Vab✱ ✭❜✮ ❋❋❚ ❞❡ ❧❛ *❡♥,✐♦♥ Vab✱ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ❞✬✉♥❡ ▼▲■
❞✐,❝♦♥*✐♥✉❡✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✶ ✕ ❖'❞'❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ C1 ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞✬✉♥❡ ▼▲■ ❞✐#❝♦♥.✐♥✉❡✳
▲❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✸✶ ♣%,-❡♥/❡ ❧✬♦%❞%❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ C1✳ ◆♦✉- ♣♦✉✈♦♥- ❝♦♥-/❛/❡% 8✉❡ ❞❛♥- ❧❡ ❝❛-
❞✬✉♥❡ ▼▲■ ❞✐-❝♦♥/✐♥✉❡✱ ❧❡- ♦%❞%❡- ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ -❡ ❜❧♦8✉❡ > 1 ♣❡♥❞❛♥/ ✉♥ ✐♥/❡%✈❛❧❧❡ ❞❡ 2pi
3
✱ ❝❡
8✉✐ ❝♦%%❡-♣♦♥❞ > ❧❛ ♣,%✐♦❞❡ ❞❛♥- ❧❛8✉❡❧❧❡ ❧❡ ❜%❛- ❞✬♦♥❞✉❧❡✉% %❡-/❡ ❜❧♦8✉, ❝♦♥/%❛✐%❡♠❡♥/ ❛✉ ❝❛-
❞✬✉♥❡ ▼▲■ -✐♥✉-♦✐❞❛❧❡✱ ✜❣✉%❡ ✹✳✷✺✱ ❡/ ❧❛ ▼▲■ > -,8✉❡♥❝❡ ③,%♦✱ ✜❣✉%❡ ✹✳✷✽✳
❊◆■❚✲▲●G ✷✵✶✻ ✶✺✼
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
❇✐❧❛♥ ❞❡ ❧❛ '❡❝)✐♦♥ ✿
❈❡%%❡ ♣❛&%✐❡ ❞✬5%✉❞❡ ❛ ♣❡&♠✐. ❞❡ ♠❡%%&❡ ❡♥ 7✉✈&❡ ❧❡. ♠♦❞9❧❡. ❡% ❧❡. .%&❛%5❣✐❡. ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✱
❞5✜♥✐. ❛✉♣❛&❛✈❛♥%✱ ❡♥ %❡♠♣. &5❡❧ ❡♥ ✉%✐❧✐.❛♥% ❧✬✐♥%❡&❢❛❝❡ ❞❙?❆❈❊✳ ◆♦✉. ❛✈♦♥. ♠♦♥%&5 ❧❡. ❞✐❢✲
❢5&❡♥%❡. ❢♦&♠❡. ❞❡. &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐D✉❡.✱ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❝♦♠♣♦.5❡ Vab✱ ❞❡ .❛ ❋❋❚ ❛✐♥.✐ D✉❡ ❧❡.
♦&❞&❡. ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✐..✉. ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛&❛✐.♦♥ ♠♦❞✉❧❛♥%❡✲♣♦&%❡✉.❡✱ ❡% ❝❡❧❛ ♣♦✉& ❝❤❛D✉❡ .%&❛%5❣✐❡
✉%✐❧✐.5❡✳
◆♦✉. ♣♦✉✈♦♥. ❝♦♥.%❛%❡& D✉❡❧D✉❡. ♣♦✐♥%. .✉✐%❡ ❛✉① &5.✉❧%❛%. ♦❜%❡♥✉. ✿
• ❉❛♥. ✉♥ ♣&❡♠✐❡& %❡♠♣.✱ ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞❡. &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐D✉❡. ❝❤❛♥❣❡♥% ❡% ❡❧❧❡ ♥✬❡.% ♣❛. ✉♥✐D✉❡
♣♦✉& ❝❤❛D✉❡ ❝❛. ❞❡ ▼▲■ ✉%✐❧✐.5❡✱ ❝♦♥%&❛✐&❡♠❡♥% L ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❝♦♠♣♦.5❡ D✉✐
❡❧❧❡ &❡.%❡ ✐♥❝❤❛♥❣5❡ ♣♦✉& ❧❡. %&♦✐. .%&❛%5❣✐❡. ❞❡ ▼▲■✳
• ❉❛♥. ✉♥ ❞❡✉①✐9♠❡ %❡♠♣.✱ ♥♦✉. &❡♠❛&D✉♦♥. D✉❡ ❧✬♦&❞&❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ C1 ❛♣♣❧✐D✉5 L
❧✬✐♥%❡&&✉♣%❡✉& K1 ❞✉ ❜&❛. a ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✶✱ ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥❡ ▼▲■ ❞✐.❝♦♥%✐♥✉❡✱ &❡.%❡
❜❧♦D✉5 L 1 ❞✉&❛♥% ✉♥ %✐❡&. ❞❡ ❧❛ ♣5&✐♦❞❡✱ ❝❡ D✉✐ ❡①♣❧✐D✉❡ ❧❛ &5❞✉❝%✐♦♥ ❞❡. ♣❡&%❡. ♣❛&
❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ❡①♣❧✐D✉5❡ ♣&5❝5❞❡♠♠❡♥% ❡% D✉✐ &❡✢9%❡ ❧❡. 5%✉❞❡. %❤5♦&✐D✉❡.✳ ❖& ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥
%❡&♠❡ ❞❡ ♣❡&%❡. ♣❛& ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ♥❡ .❡ ❢❛✐% ♣❛. .❛♥. ❝♦♥%&❡♣❛&%✐❡ ❝❛& ❧❡. &❛✐. ❤❛&♠♦♥✐D✉❡.
.♦♥% ♣❧✉. ✐♠♣♦&%❛♥%❡. ❞❛♥. ❝❡ %②♣❡ ❞❡ .%&❛%5❣✐❡✳
• ❊♥✜♥✱ ♥♦✉. ❝♦♥.%❛%♦♥.✱ ❞✬❛♣&9. ❧❡. &5.✉❧%❛%. ❞❡. ❛♥❛❧②.❡. ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥✱ D✉❡
❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥%❛❧ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥✱ ❡♥ ✉%✐❧✐.❛♥% ✉♥❡ ▼▲■ ❛✈❡❝ ✐♥❥❡❝%✐♦♥ ❞✬❤❛&♠♦♥✐D✉❡ %&♦✐.✱
❡.% .✉♣5&✐❡✉& ♣❛& &❛♣♣♦&% ❛✉ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ❛✈❡❝ ✉♥❡ ▼▲■ .✐♥✉.♦Q❞❛❧❡✱ .♦✐% ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡
15%✳ ❆✉..✐✱ ❧❡. &❛✐. ❤❛&♠♦♥✐D✉❡. .❡ ❝♦♥❝❡♥%&❡♥% ❛✉%♦✉& ❞❡ ❧❛ ❢&5D✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞5❝♦✉♣❛❣❡ Fd
❡% .❡. ♠✉❧%✐♣❧❡. ✭2 ∗ Fd✱ 3 ∗ Fd ❡%❝✳✮✳
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛&❡& ❡% ❞✬5✈❛❧✉❡& ❡♥%&❡ ❝❡. %&♦✐. .%&❛%5❣✐❡. ❞❡ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥✱ ♥♦✉. ❛❧❧♦♥. ♦♣%❡&
♣♦✉& ✉♥ ❛✉%&❡ ❝&✐%9&❡ D✉✐ ❡.% ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❚❍❉ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❝♦♠♣♦.5❡ Vab ♣♦✉& ❝❤❛D✉❡ ❝❛.
5%✉❞✐5✳ ▲✬✐❞5❡ ❡.% ❞❡ ❞5❞✉✐&❡ ❧❛ .%&❛%5❣✐❡ ❧❛ ♣❧✉. ❛✈❛♥%❛❣❡✉.❡ D✉✐ ❝♦♥%✐❡♥% ♠♦✐♥. ❞✬❤❛&♠♦♥✐D✉❡.✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❚❍❉ ❡.% ❢❛✐% ♣❛& ✉♥ ❛❧❣♦&✐%❤♠❡ .✉& ❙❝✐❧❛❜✳
■❧ ❛ 5%5 ❝♦♥.%❛%5 D✉❡ ❧❡ %❛✉① ❞❡ ❞✐.%♦&.✐♦♥ ❤❛&♠♦♥✐D✉❡. ❡.% ♣❧✉. ✐♠♣♦&%❛♥% ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥❡
▼▲■ ❞✐.❝♦♥%✐♥✉❡✱ ❝❛& ❧❡ ❢❛✐% ❞❡ ❜❧♦D✉❡& ✉♥ ❜&❛.✱ ♣❡♥❞❛♥% ✉♥ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡ ❞❡ %❡♠♣.✱ ♣&♦✈♦D✉❡ ❞❡.
❤❛&♠♦♥✐D✉❡. ❞❛♥. ❧❡. ❢&5D✉❡♥❝❡. ❜❛..❡. ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❡% ❞♦♥❝ ✐❧ ❡.% ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❧❡. ✜❧%&❡&✳ ❉❛♥.
❧❡. %&♦✐. ❝❛. ❞❡ .%&❛%5❣✐❡. 5%✉❞✐5❡.✱ ❧❡. &❛✐. ❤❛&♠♦♥✐D✉❡. ❧❡. ♣❧✉. ✐♠♣♦&%❛♥%❡. .❡ ❝♦♥❝❡♥%&❡♥%
❛✉%♦✉& ❞❡ ❧❛ ❢&5D✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦&%❡✉.❡✳
▲❡. &5.✉❧%❛%. ❡①♣5&✐♠❡♥%❛✉① ❝♦♥❝❡&♥❛♥% ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❚❍❉ .♦♥% ❞♦♥♥5. ❡% &5❝❛♣✐%✉❧5. ❞❛♥.
❧❡ %❛❜❧❡❛✉ .✉✐✈❛♥% ✿
❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛&❛✐(♦♥ ❞✉ ❚❍❉ ❞❡ ❧❛ 1❡♥(✐♦♥ ♣♦✉& ❧❡( 1&♦✐( ❝❛( ❞❡ ▼▲■ 61✉❞✐6❡(✳
▼▲■ .✐♥✉.♦✐❞❛❧❡ ▼▲■ ❛✈❡❝ ✐♥❥❡❝%✐♦♥ ❞✬❤❛&♠♦♥✐D✉❡. %&♦✐. ▼▲■ ❞✐.❝♦♥%✐♥✉❡
❚❍❉ 1.1765 1.2432 1.3659
◆♦✉. ♣♦✉✈♦♥. ✈♦✐& D✉❡ ❧❛ ▼▲■ ❞✐.❝♦♥%✐♥✉❡ ❡.% .✉♣5&✐❡✉&❡ ❞❡ 9% ♣❛& &❛♣♣♦&% L ❧❛ ▼▲■ ❛✈❡❝
✐♥❥❡❝%✐♦♥ ❞✬❤❛&♠♦♥✐D✉❡. %&♦✐. ❡% ❞❡ 14% ♣❛& &❛♣♣♦&% L ❧❛ ▼▲■ .✐♥✉.♦Q❞❛❧❡✳
✶✺✽ ❊◆■❚✲▲●? ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
✹✳✸ ▼♦❞&❧❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉, - ❝❛♣❛❝✐234 ✢♦22❛♥2❡4 - 2,♦✐4 ♥✐✲
✈❡❛✉①
✹✳✸✳✶ ▼♦❞'❧❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉- . ❝❛♣❛❝✐345 ✢♦33❛♥3❡5 . 3-♦✐5 ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
3❡♥5✐♦♥
▲❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✸✷ &❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ .❝❤:♠❛ ❞✬✉♥ ❜&❛. ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& < ❝❛♣❛❝✐%:. ✢♦%%❛♥%❡. < %&♦✐. ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ %❡♥.✐♦♥✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✷ ✕ ❇"❛$ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉" ❋❈ . /"♦✐$ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ /❡♥$✐♦♥✳
▲❡ %❛❜❧❡❛✉ ✶✳✹ ❞✉ ♣&❡♠✐❡& ❝❤❛♣✐%&❡ ✐❧❧✉.%&❡ ❧❡. .:@✉❡♥❝❡. ♣♦..✐❜❧❡. ♣♦✉& ❝❡ %②♣❡ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✳
■❧ ❡.% < ♥♦%❡& @✉❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❞❡ ❜&❛. Vao ♣❡✉% ❛%%❡✐♥❞&❡ %&♦✐. ♥✐✈❡❛✉① ✿ {0, E/2, E}✳ ■❧ ❡♥ .❡&❛
❞❡ ♠D♠❡ ♣♦✉& ❧❡. ❞❡✉① ❛✉%&❡. ❜&❛. ❞❛♥. ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ %&✐♣❤❛.:❡✳
❊♥ .✉✐✈❛♥% ❧❛ ❞:♠♦♥.%&❛%✐♦♥ ❢❛✐%❡ ❞❛♥. ❧❛ .❡❝%✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳✶ ❞✉ ❞❡✉①✐F♠❡ ❝❤❛♣✐%&❡✱ ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥
❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛&❣❡ .✬:❝&✐% ✿
Vln = kFC(M ⊗ SFC)αi3bras . ✭✹✳✹✶✮
▲✬❡①♣&❡..✐♦♥ &:❞✉✐%❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛&❣❡ .✬:❝&✐% ❝♦♠♠❡ .✉✐% ✿
V ′ln = kFC(F ⊗ SFC)αi3bras , ✭✹✳✹✷✮
❛✈❡❝ V ′ln = [Van Vbn]
T
✱ F =
[
2 −1 −1
−1 2 −1
]
✱ SFC =
[
1 1
]
❡% kFC =
E
6
✳ ❖♥ ♦❜%✐❡♥% ❛❧♦&. ✿
V ′ln =
E
6
[
2 2 −1 −1 −1 −1
−1 −1 2 2 −1 −1
]
αi3bras . ✭✹✳✹✸✮
❊◆■❚✲▲●O ✷✵✶✻ ✶✺✾
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
αi3bras .♦♥% ❞❡. ✈❡❝%❡✉&. ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥ ✻✱ SFC ❡.% ❞❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥ ✷ ❞❛♥. ❧❛ ♠❡.✉&❡ ♦9
♥♦✉. .♦♠♠❡. ❞❛♥. ✉♥ ❝❛. ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& : %&♦✐. ♥✐✈❡❛✉①✱ ♣❛& ❛✐❧❧❡✉&. kFC =
E
6
✳
❊♥ ✉%✐❧✐.❛♥% ❧❛ ♥♦%✐♦♥ ❞❡. ✐♥✈❡&.❡. ❣<♥<&❛❧✐.<❡.✱ ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡. &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐?✉❡. .♦❧✉%✐♦♥.
❞❡ ❧✬<?✉❛%✐♦♥ ✭✹✳✹✸✮ ❡.% ❞<❝&✐% ♣❛& ✿
αi3bras =
1
kFC
(F † ⊗ S†FC)V ′ref + (I6 − (F ⊗ SFC)†(F ⊗ SFC))z ✭✹✳✹✹✮
■❧ ❡.% : ♥♦%❡& ?✉❡ ❧❡ &❛♥❣ Rg(I6 − (F ⊗ SFC)†(F ⊗ SFC)) = 4✳ E❛& ❝♦♥.<?✉❡♥% ❧❡. 4 ❞❡❣&<.
❞❡ ❧✐❜❡&%< .♦♥% ❞<✜♥✐. ❛✉ .❡✐♥ ❞✬✉♥ ✈❡❝%❡✉& λ %❡❧ ?✉❡ ✿
λ =
[
λ1 λ2 λ3 λ4
]T
. ✭✹✳✹✺✮
❉❡ ♠❛♥✐I&❡ ♣❧✉. ❞<%❛✐❧❧<❡ ❡% ❡♥ &❡♠♣❧❛J❛♥% ❝❤❛?✉❡ ♣❛&❛♠I%&❡ ♣❛& .❛ ✈❛❧❡✉&✱ ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥
✭✹✳✹✹✮ ❞❡✈✐❡♥% ✿
αi3bras =
1
E


1 0
1 0
0 1
0 1
−1 −1
−1 −1


[
Vrefan
Vrefbn
]
+
1
3


2 −1 1/2 1/2 1/2 1/2
−1 2 1/2 1/2 1/2 1/2
1/2 1/2 2 −1 1/2 1/2
1/2 1/2 −1 2 1/2 1/2
1/2 1/2 1/2 1/2 2 −1
1/2 1/2 1/2 1/2 −1 2




z1
z2
z3
z4
z5
z6


. ✭✹✳✹✻✮
❈❡. ❞❡❣&<. ❞❡ ❧✐❜❡&%< .♦♥% ✜①<. ❛✉ .❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛&%✐❡ ❧✐❜&❡ ❞❡ ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥ ❞❡. ❡♥.❡♠❜❧❡.
❞❡. .♦❧✉%✐♦♥.✳ ❆✜♥ ❞✬❡①♣&✐♠❡& ❝❡. ❞❡❣&<. ❞❡ ❧✐❜❡&%< ♣♦✉& ❡♥.✉✐%❡ ❧❡. ✜①❡&✱ ❧✬<?✉❛%✐♦♥ ✭✹✳✹✻✮
❞♦✐% L%&❡ &<♦&❣❛♥✐.<❡✳ ❈✬❡.% ❧❛ &❛✐.♦♥ ♣♦✉& ❧❛?✉❡❧❧❡✱ ❧❛ ❢❛❝%♦&✐.❛%✐♦♥ ❞✉ &❛♥❣ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ (I6 −
(F ⊗ SFC)†(F ⊗ SFC)) ❡.% ♥<❝❡..❛✐&❡✳ ❈❡%%❡ ❢❛❝%♦&✐.❛%✐♦♥ ❞❡ &❛♥❣ ♠❛①✐♠❛❧ ♣❡&♠❡% ❞✬✐❞❡♥%✐✜❡&
❞✐&❡❝%❡♠❡♥% ✹ ❞❡❣&<. ❞❡ ❧✐❜❡&%< ♣&<.❡♥%<. ❞❛♥. ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥ ✭✹✳✹✺✮✳ ▲❛ ♣❛&%✐❡ ❧✐❜&❡ .✬❡①♣&✐♠❡ .♦✉.
❧❛ ❢♦&♠❡ ✿
(I6 − (F ⊗ SFC)†(F ⊗ SFC)) =
1
3


−1 0 0 1
1 0 0 1
0 −1 0 1
0 1 0 1
0 0 −1 1
0 0 1 1




−3/2 3/2 0 0 0 0
0 0 −3/2 3/2 0 0
0 0 0 0 −3/2 3/2
1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

 . ✭✹✳✹✼✮
✶✻✵ ❊◆■❚✲▲●E ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
❉♦♥❝✱ ❧❡. ❞❡❣&7. ❞❡ ❧✐❜❡&%7 .♦♥% ❡①♣&✐♠7. ❡% ♣&7.❡♥%7. ❝♦♠♠❡ .✉✐% ✿
λ =


−3/2 3/2 0 0 0 0
0 0 −3/2 3/2 0 0
0 0 0 0 −3/2 3/2
1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

 z. ✭✹✳✹✽✮
❋✐♥❛❧❡♠❡♥%✱ ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡. ❡♥.❡♠❜❧❡. ❞❡ .♦❧✉%✐♦♥. ❡.% ❞♦♥♥7❡ ♣❛& ✿
αi3bras =
1
E


1 0
1 0
0 1
0 1
−1 −1
−1 −1


[
Vrefan
Vrefbn
]
+
1
3


−1 0 0 1
1 0 0 1
0 −1 0 1
0 1 0 1
0 0 −1 1
0 0 1 1




λ1
λ2
λ3
λ4


. ✭✹✳✹✾✮
❖♥ ♣♦.❡ G %❡❧❧❡ B✉❡ ✿
G =


−1 0 0 1
1 0 0 1
0 −1 0 1
0 1 0 1
0 0 −1 1
0 0 1 1


, ✭✹✳✺✵✮
❛❧♦&. ❞❛♥. ❝❡ ❝❛. ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥ ✹✳✹✾ .✬7❝&✐% ✿
αi3bras =
1
kE
(F ⊗ SFC)†V ′ref +
1
3
Gλ. ✭✹✳✺✶✮
♦F αi3bras =
[
αa1 α
a
2 α
b
3 α
b
4 α
c
5 α
c
6
]T
.♦♥% ❞❡. &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐B✉❡. ♣♦✉& ❧❡. %&♦✐. ❜&❛. ❞✬♦♥✲
❞✉❧❡✉&✳[
αa1 α
a
2
]T
❝♦&&❡.♣♦♥❞❡♥% ❛✉① &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐B✉❡. ❛♣♣❧✐B✉7. ❛✉ ❜&❛. a✳[
αb3 α
b
4
]T
❝♦&&❡.♣♦♥❞❡♥% ❛✉① &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐B✉❡. ❛♣♣❧✐B✉7. ❛✉ ❜&❛. b✳[
αc5 α
c
6
]T
❝♦&&❡.♣♦♥❞❡♥% ❛✉① &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐B✉❡. ❛♣♣❧✐B✉7. ❛✉ ❜&❛. c✳
G ❡.% ❝❤♦✐.✐❡ ♣♦✉& ✐♠♣♦.❡& ✉♥ ❞❡❣&7 ❞❡ ❧✐❜❡&%7 ♣&♦♣&❡ ♣♦✉& ❝❤❛B✉❡ ❜&❛. .✉✐✈✐ ❞✬✉♥ ❞❡❣&7 ❞❡
❧✐❜❡&%7 ❝♦♠♠✉♥ ♣♦✉& %♦✉. ❧❡. ❜&❛. ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ✳
❊◆■❚✲▲●O ✷✵✶✻ ✶✻✶
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
❙✉✐%❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❡✛❡❝%✉7 ♣♦✉& ❧❛ ❢❛❝%♦&✐.❛%✐♦♥ ❞✉ &❛♥❣ ♠❛①✐♠❛❧✱ ✐❧ ❡.% ; ♥♦%❡& <✉❡ ♣❛&♠✐
❧❡. 4 ❞❡❣&7. ❞❡ ❧✐❜❡&%7 ♦❜%❡♥✉.✱ ✉♥ ❡.% ❝♦♠♠✉♥ ❛✉① %&♦✐. ❜&❛. ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉&✱ ✐❧ .✬❛❣✐% ❞❡ λ4✳
λi ∈ {λ1, λ2, λ3} .♦♥% ❧❡. ❞❡❣&7. ❞❡ ❧✐❜❡&%7 ♣&♦♣&❡. ♣♦✉& ❝❤❛<✉❡ ❜&❛. a✱ b ❡% c &❡.♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✳
◆♦✉. ❝♦♥.✐❞7&♦♥. ; ♣❛&%✐& ❞❡ ♠❛✐♥%❡♥❛♥% <✉❡ λ1 = λa ♣♦✉& ❧❡ ♣&❡♠✐❡& ❜&❛.✱ λ2 = λb ♣♦✉& ❧❡
❞❡✉①✐@♠❡ ❜&❛. ❡% λ3 = λc ♣♦✉& ❧❡ ❞❡&♥✐❡& ❜&❛.✳
❈♦♠♠❡ ✐❧ ❛ 7%7 ❞7✈❡❧♦♣♣7 ❞❛♥. ❬✶✵✻❪✱ λ4 ♣❡✉% F%&❡ ❝❤♦✐.✐ ♣♦✉& ❣❛&❛♥%✐& ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ %❡♥.✐♦♥
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✐♥7❛&✐%7 ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉&✳ ❆✜♥ ❞✬7%❡♥❞&❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✐♥7❛&✐%7✱ ✉♥❡ %❡♥.✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡
❝♦♠♠✉♥ ❡.% ❛❥♦✉%7❡ ❛✉① %&♦✐. ❜&❛. ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❝♦♠♠❡ ♥♦✉. ❧✬❛✈♦♥. ✈✉ ❞❛♥. ❧❛ .❡❝%✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳✷✱
❝❡ <✉✐ &❡✈✐❡♥% ; 7❝&✐&❡ ✿
λ4 = 3(λb + µ), ✭✹✳✺✷✮
λb ❡% µ .♦♥% ❞7✜♥✐. ❞❛♥. ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥ ✭✹✳✶✾✮✳ ❉❛♥. ❝❡ ❝❛. ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥ ❞❡ λ4 ♣❡✉% F%&❡ 7❝&✐%❡
❝♦♠♠❡ .✉✐% ✿
λ4 = 3(
1
2
+
Vno
E
), ✭✹✳✺✸✮
❛✈❡❝ Vno ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉%&❡✳
✹✳✸✳✷ ❘%&✉❧)❛)& ❞❡ &✐♠✉❧❛)✐♦♥
❉❛♥. ❧❛ .❡❝%✐♦♥ ♣&7❝7❞❡♥%❡✱ ♣♦✉& ❝❤❛<✉❡ ❜&❛. ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✱ ✉♥ ❞❡❣&7 ❞❡ ❧✐❜❡&%7 ❛ 7%7 ✐❞❡♥%✐✜7✳
■❧ ❞♦✐% F%&❡ ❧✐7 ; ✉♥ ❝&✐%@&❡ ; ♦♣%✐♠✐.❡&✳
❉❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞❡. ♦♥❞✉❧❡✉&. ❋❈✱ ❧✬7%❛% ❞❡ ❧✬❛&% ❛%%❡.%❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧%7 ; ♠❛✐♥%❡♥✐& ❝♦♥.%❛♥%❡ ❧❛
%❡♥.✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐%7 ❛✉ ❝♦✉&. ❞✉ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉&✱ .❛♥. ❛❥♦✉% ❞✬✉♥ ✜❧%&❡ ❡①%7&✐❡✉&
✭♠7❝❛♥✐.♠❡ ❞✬7<✉✐❧✐❜&❛❣❡✱ ❬✶✵✼❪✮✳ ❘❡%❡♥♦♥. ❝❡ ❝&✐%@&❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❤♦✐① ❛✜♥ ❞❡ %❡.%❡& ❧❛ ✈❛❧✐❞✐%7
❞❡ ♥♦%&❡ ❛♣♣&♦❝❤❡✳
▲❛ ♣&♦❝❤❛✐♥❡ 7%❛♣❡ ❝♦♥.✐.%❡ ; ❛♥❛❧②.❡& ❧❡. ❞✐✛7&❡♥%❡. ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥. ❞✉ ❜&❛. ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❋❈
✭❞✐✛7&❡♥%❡. .7<✉❡♥❝❡.✮ ❡% ❞❡ %&♦✉✈❡& ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉&❛♥% ❞❡ ❝❛♣❛❝✐%7 &7.✉❧%❛♥% ♣♦✉& ❝❤❛<✉❡
❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥✳ ❆✐♥.✐✱ .✉& ❧❛ ❜❛.❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✸✷ ✿
• ▲♦&.<✉❡ ❧❡. ✐♥%❡&&✉♣%❡✉&. K1 ❡% K2 .♦♥% ❞❛♥. ✉♥ 7%❛% ❢❡&♠7✱ ❞❛♥. ❝❡ ❝❛. ❧❡ ❝♦✉&❛♥%
%&❛✈❡&.❛♥% ❧❛ ❝❛♣❛❝✐%7 ❛♣♣❡❧7 Icapa1 ❡.% ♥✉❧✳
• ▲♦&.<✉❡ K1 ❡.% ❢❡&♠7 ❡% K2 ❡.% ♦✉✈❡&%✱ ❧❡ ❝♦✉&❛♥% Icapa1 = Ia✳
• ▲♦&.<✉❡ K1 ❡% K2 .♦♥% ♦✉✈❡&%.✱ ❞♦♥❝ Icapa1 = 0✳
Z✉✐.<✉❡ ❧❛ &❡❧❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥.❛%❡✉& ✐❞7❛❧ .✬7❝&✐% ❝♦♠♠❡ .✉✐% ✿
icapa1(t) = C1
dUcapa1
dt
, ✭✹✳✺✹✮
❛❧♦&.✱ ❡♥ ✐♥%7❣&❛♥% ❧✬7<✉❛%✐♦♥ ✹✳✺✹ .✉& ✉♥❡ ♣7&✐♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ Tc✱ ♥♦✉. ♦❜%❡♥♦♥. ✿∫ Tc
0
icapa1(t)dt =
∫ Tc
0
C1dUcapa1 . ✭✹✳✺✺✮
✶✻✷ ❊◆■❚✲▲●Z ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
❙❛❝❤❛♥% 5✉❡ ✿
• ❉❛♥. ❧✬✐♥%❡&✈❛❧❧❡ [0, αa1Tc]✱ K1 ❡% K2 .♦♥% ♦✉✈❡&%.✱ Icapa1 ❡.% ♥✉❧✳
• ❉❛♥. ❧✬✐♥%❡&✈❛❧❧❡ ❝♦♠♣&✐. ❡♥%&❡ [αa1Tc, αa2Tc]✱ K1 ❡.% ❢❡&♠< ❡% K2 ❡.% ♦✉✈❡&%✱ ❝❡ 5✉✐ .❡
%&❛❞✉✐% ♣❛& Icapa1 = Ia✳
• ❊% ❞❛♥. ❧✬✐♥%❡&✈❛❧❧❡ [αa2Tc, Tc]✱ K1 ❡% K2 .♦♥% ❢❡&♠<.✱ ❡% ❞♦♥❝ Icapa1 ❡.% ♥✉❧✳
❉♦♥❝✱ ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥ ✭✹✳✺✺✮ .✬<❝&✐%✱ ❡♥ ❧❛ ❞<✈❡❧♦♣♣❛♥%✱ .♦✉. ❧❛ ❢♦&♠❡ ✿∫ αa
1
Tc
0
icapa1(t)dt+
∫ αa
2
Tc
αa
1
Tc
icapa1(t)dt+
∫ Tc
αa
2
Tc
icapa1(t)dt =
∫ Tc
0
C1dUcapa1 . ✭✹✳✺✻✮
❖♥ ❡♥ ❞<❞✉✐% 5✉❡ ✿∫ αa
1
Tc
0
0dt+
∫ αa
2
Tc
αa
1
Tc
Iadt+
∫ Tc
αa
2
Tc
0dt =
∫ Tc
0
C1dUcapa1 . ✭✹✳✺✼✮
❊% ❞♦♥❝✱
(αa2 − αa1)TcIa = C1∆Ucapa1 . ✭✹✳✺✽✮
∆Ucapa1 ❡.% ❧❛ ✈❛&✐❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐%< ♣❡♥❞❛♥% ❧❛ ♣<&✐♦❞❡ Tc ❡% Ia ❡.% ❧❡ ❝♦✉&❛♥%
%&❛✈❡&.❛♥% ❧❡ ❜&❛. a✳
❆ ♣❛&%✐& ❞❡ ❧✬<5✉❛%✐♦♥ ✹✳✹✾✱ ♦♥ ❡♥ ❞<❞✉✐% 5✉❡ ✿

(αa2 − αa1) = 23λ1 ♣♦✉& ❧❡ ♣&❡♠✐❡& ❜&❛.
(αb4 − αb3) = 23λ2 ♣♦✉& ❧❡ ❞❡✉①✐G♠❡ ❜&❛.
(αc6 − αc5) = 23λ3 ♣♦✉& ❧❡ ❞❡&♥✐❡& ❜&❛. ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&
. ✭✹✳✺✾✮
❋✐♥❛❧❡♠❡♥%✱ ❡♥ ❣<♥<&❛❧✐.❛♥% ❝❡%%❡ ♠<%❤♦❞❡ ♣♦✉& %♦✉. ❧❡. ❜&❛. ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&✱ ❧✬❡①♣&❡..✐♦♥ ❞❡.
❞❡❣&<. ❞❡ ❧✐❜❡&%<. ♣♦✉& ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ❋❈ J %&♦✐. ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ %❡♥.✐♦♥ .✬<❝&✐% ✿
λi =
3
2
Ci
Tc
∆Ucapai
Ii
avec i ∈ {1, 2, 3}. ✭✹✳✻✵✮
Ii ❡.% ❧❡ ❝♦✉&❛♥% %&❛✈❡&.❛♥% ❝❤❛5✉❡ ❜&❛. ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& &❡.♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% ❡% ∆Ucapai ❡.% ❧❛ ✈❛&✐❛%✐♦♥
❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐%< ♣♦✉& ❝❤❛5✉❡ ❜&❛.✳ λi ❡.% ♠❡.✉&< J ❝❤❛5✉❡ ♣❛. ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ &<❣✉❧❛%❡✉&✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥% ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥%&❡ ❧❡. ❞❡❣&<. ❞❡ ❧✐❜❡&%< ❡% ❧❡ ❝♦✉&❛♥% ❛✉① ❜♦&♥❡. ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐%< J <%<
❞<♠♦♥%&<✳ ❆✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡& ❝❡ ♣&✐♥❝✐♣❡✱ ✉♥❡ .✐♠✉❧❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡ ❛✈❡❝ .❛ ♠♦❞✉❧❛%✐♦♥ ❡.%
&<❛❧✐.<❡ .✉& ✉♥❡ ❝❤❛&❣❡ R− L <5✉✐❧✐❜&<❡✱ ❡% ❧❡. ❢♦&♠❡. ❞✬♦♥❞❡. ✉.✉❡❧❧❡. .♦♥% &❡%&♦✉✈<❡.✳
M♦✉& ❞<♠♦♥%&❡& ❧✬✐♥%<&N% ❞❡ ✜①❡& ❧❡. ❞❡❣&<. ❞❡ ❧✐❜❡&%< ♣&♦♣&❡. J ❝❤❛5✉❡ ❜&❛.✱ ✉♥❡ ♣❡&%✉&✲
❜❛%✐♦♥✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐%< C1✱ ❡.% ❛♣♣❧✐5✉<❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞<.<5✉✐❧✐❜&❡& ❧❡. %❡♥.✐♦♥. ❞❡. ❜&❛.✱
✜❣✉&❡ ✹✳✸✸✳ ▲❛ ♣❡&%✉&❜❛%✐♦♥ ❝♦♥.✐.%❡ J ❛❥♦✉%❡& ✉♥❡ &<.✐.%❛♥❝❡ ❡♥ ♣❛&❛❧❧G❧❡✱ R1✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐%<
❛✜♥ ❞❡ ❝&<❡& ✉♥ ❝♦✉&❛♥% ❞❡ ❢✉✐%❡ 5✉✐ ✐♥❞✉✐% ✉♥❡ ❝❤✉%❡ ❞❡ %❡♥.✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❡%%❡ ❝❛♣❛❝✐%<✳
▲❡ ❜✉% ❡.% ❞✬❡..❛②❡& ❞✬❛♣♣❧✐5✉❡& ❧❡. ❞❡❣&<. ❞❡ ❧✐❜❡&%<.✱ %&♦✉✈<. ❞❛♥. ✭✹✳✻✵✮✱ ❛✜♥ ❞❡ ✈✐.✉❛❧✐.❡&
❧❡✉&. ✐♥✢✉❡♥❝❡. .✉& ❧❛ ♣❡&%✉&❜❛%✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉.%&< ❞❛♥. ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✸✺ ♣❡♥❞❛♥% ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣❡&%✉&❜❛%✐♦♥ ❡% ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✸✻ ❛♣&G. ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡. ❞❡❣&<. ❞❡ ❧✐❜❡&%<✳
❊◆■❚✲▲●M ✷✵✶✻ ✶✻✸
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✸ ✕ ❙❝❤$♠❛ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉. ❋❈ 1.✐♣❤❛4$ 5 1.♦✐4 ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ 1❡♥4✐♦♥ 4✉✐✈✐ ❞✬✉♥❡
♣❡.1✉.❜❛1✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ C1✳
❯♥ .❝❤5♠❛ ❞❡ ▼▲■ ❜❛.5 .✉& ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡ .♦❧✉%✐♦♥ ❡.% ✐❧❧✉.%&5 ❞❛♥. ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✸✹✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✹ ✕ ❙❝❤$♠❛ ▼▲■ ❛♣♣❧✐=✉$ 5 ❧❛ ♣❤❛4❡✱ a✱ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉. ❋❈ 5 1.♦✐4 ♥✐✈❡❛✉①✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉. ♣♦✉✈♦♥. ❧❡ ✈♦✐& .✉& ❧❡ .❝❤5♠❛ ✹✳✸✹✱ ♣♦✉& ❝❤❛@✉❡ ❜&❛. ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❝♦♥%❡♥❛♥%
❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡. ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥ ✭❝❛. ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& B %&♦✐. ♥✐✈❡❛✉①✮✱ ♦♥ ❝♦♠♣❛&❡ ❧❡ &❛♣♣♦&% ❝②❝❧✐@✉❡
B ❞❡✉① ♣♦&%❡✉.❡. ❞5♣❤❛.5❡. ❞❡ pi✳
▲❡. &5.✉❧%❛%. ❞❡ .✐♠✉❧❛%✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥% ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡&%✉&❜❛%✐♦♥ ❡% ❛♣&E. ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥
❞❡. ❞❡❣&5. ❞❡ ❧✐❜❡&%5✱ .♦♥% ♣&5.❡♥%5.✳
✶✻✹ ❊◆■❚✲▲●L ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
Vc
Ia Ib Ic
❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✺ ✕ ❋♦#♠❡ ❞❡ ❧❛ )❡♥+✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐)/ ❞✬✉♥ +❡✉❧ ❜#❛+ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉# ❡) ❧❡+ ❝♦✉#❛♥)+ ❞❡ ❝❤❛#❣❡
❛♣#5+ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡#)✉#❜❛)✐♦♥
▲❡ ❝❤&♦♥♦❣&❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✸✺ ♣&:.❡♥%❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❛✉① ❜♦&♥❡. ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐%: ❞✉ ❜&❛.
a ❡% ❧❡. ❝♦✉&❛♥%. ❞❡ ♣❤❛.❡ ❡♥ ♣&:.❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡&%✉&❜❛%✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐=✉:❡ > %♦✉. ❧❡. ❜&❛. ❡% ❧♦&.=✉❡
❛✉❝✉♥❡ ❛❝%✐♦♥ ❝♦&&❡❝%✐✈❡ ♥✬❡.% ❡♠♣❧♦②:❡✱ .♦✐% λ1 = λ2 = λ3 = 0✳
Vc
Ia Ib Ic
❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✻ ✕ ❋♦#♠❡ ❞❡ ❧❛ )❡♥+✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐)/ ♣♦✉# ✉♥ +❡✉❧ ❜#❛+ ❡) ❧❡+ ❝♦✉#❛♥)+ ❞❡ ❝❤❛#❣❡ ❛♣#5+
❧✬❛❥♦✉) ❞❡ λ1
▲❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✸✻ ♣&:.❡♥%❡ ❧✬❛❧❧✉&❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐%: ❞✬✉♥ ❜&❛. ❞✬♦♥❞✉❧❡✉& ❡% ❧❡. ❝♦✉&❛♥%.
❞❡ ♣❤❛.❡ ❧♦&.=✉❡ λ1 ❡.% ❝❤♦✐.✐ .❡❧♦♥ ❧❛ &❡❧❛%✐♦♥ ✭✹✳✻✵✮✱ .♦✐% λ1 =
3
2
C1
Tc
∆Ucapa1
I1
❡% λ2 = λ3 = 0✳
❆✜♥ ❞❡ ❜✐❡♥ ♠♦♥%&❡& ❧❛ ✈❛❧✐❞✐%: ❞❡ ❧❛ ♠:%❤♦❞❡ ✉%✐❧✐.:❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐=✉❛♥% ❧❡. ❞❡❣&:. ❞❡ ❧✐❜❡&%:
❞:✜♥✐.✱ λi ✱ ♥♦✉. ❛❧❧♦♥. ❢❛✐&❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❚❍❉ ❞❡. ❝♦✉&❛♥%. ❞❡ ❝❤❛&❣❡ ❡% ✈♦✐& ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡.
❞❡❣&:. ❞❡ ❧✐❜❡&%: .✉& ❧❡ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥% ❞✉ .②.%K♠❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& ❡% ❞❡ ❧❛ ❝❤❛&❣❡✳ ▲❛ ❢&:=✉❡♥❝❡
❊◆■❚✲▲●P ✷✵✶✻ ✶✻✺
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
❞❡ ❞4❝♦✉♣❛❣❡ Fd = 10khz✳ ◆♦✉. ♣&4❝✐.♦♥. 8✉❡ ❧❡. ❝♦✉&❛♥%. .✐♠✉❧4. .♦♥% ✐♠♣♦&%4. ❞❛♥. ❙❝✐❧❛❜
❛✜♥ ❞✬✉%✐❧✐.❡& ❧❛ &♦✉%✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭♣&♦❣&❛♠♠❡ ❞4❞✐4 ❛✉ %&❛❝4. ❞❡ ❧❛ ❋❋❚ ❛✐♥.✐ 8✉✬❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉
❚❍❉✮✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✼ ✕ ✭❛✮ ❆❧❧✉'❡ ❞❡ ❝♦✉'❛♥- ❞❡ ❧❛ ♣❤❛0❡ a ❡- ✭❜✮ ❋❋❚ ❞✉ ❝♦✉'❛♥- ❞❡ ❝❤❛'❣❡ ❞❛♥0 ❧❡ ❝❛0
❞✬❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡'-✉'❜❛-✐♦♥✱ 0❛♥0 ❧✬❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣'80 ❞❡ ❧✐❜❡'-8✱ ♣♦✉' Fd = 10khz✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✽ ✕ ✭❛✮ ❆❧❧✉'❡ ❞❡ ❝♦✉'❛♥- ❞❡ ❧❛ ♣❤❛0❡ a ❡- ✭❜✮ ❋❋❚ ❞✉ ❝♦✉'❛♥- ❞❡ ❝❤❛'❣❡ ♣❡♥❞❛♥-
❧✬❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣'80 ❞❡ ❧✐❜❡'-8 ✭❝♦''❡❝-✐♦♥✮✱ ♣♦✉' Fd = 10khz✳
▲❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✸✼ ♣&4.❡♥%❡ ❧❡. ❛❧❧✉&❡. ❞❡ ❝♦✉&❛♥% ❞❡ ♣❤❛.❡ ❡% ❞❡ .♦♥ ❋❋❚ ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ♦E ✉♥❡
♣❡&%✉&❜❛%✐♦♥ ❡.% ❛♣♣❧✐8✉4❡✱ ✹✳✸✼❛ ❡% ✹✳✸✼❜ &❡.♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✳ ▲❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✸✽ ♣&4.❡♥%❡ ❧❡. ❛❧❧✉&❡. ❞❡
✶✻✻ ❊◆■❚✲▲●N ✷✵✶✻
❈❤❛♣✐%&❡ ✹✳ ❊①❡♠♣❧❡. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.
❝♦✉&❛♥% ❞❡ ♣❤❛.❡ ❡% ❞❡ .♦♥ ❋❋❚ ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ♦7 ✉♥❡ ❝♦&&❡❝%✐♦♥ ✭❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣&: ❞❡ ❧✐❜❡&%:✮
❡.% &❛❥♦✉%:❡ > ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡. .♦❧✉%✐♦♥.✱ ✹✳✸✽❛ ❡% ✹✳✸✽❜ &❡.♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✳
▲❡. &:.✉❧%❛%. ❞❡ .✐♠✉❧❛%✐♦♥ ♠♦♥%&❡♥% D✉❡ ❧❡ ❚❍❉✱ ❝❛❧❝✉❧: ♣❛& ❙❝✐❧❛❜✱ ❡.% ❛♠:❧✐♦&: ❞❛♥.
❧❡ ❝❛. ❞✬✉%✐❧✐.❛%✐♦♥ ❞❡. ❞❡❣&:. ❞❡ ❧✐❜❡&%:✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ THD1 ❧❡ %❛✉① ❞❡ ❞✐.%♦&.✐♦♥ ❤❛&♠♦♥✐D✉❡
❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡&%✉&❜❛%✐♦♥ ❡% THD2 ❧❡ %❛✉① ❞❡ ❞✐.%♦&.✐♦♥ ❤❛&♠♦♥✐D✉❡ ❞❛♥.
❧❡ ❝❛. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦&&❡❝%✐♦♥ ✭λi✮✳ ❉❛♥. ❝❡%%❡ ❝♦♥✜❣✉&❛%✐♦♥ THD1 = 1.3989641 ❡% ❧❡
THD2 = 1.0008388✳
◆♦✉. ♣♦✉✈♦♥. ❛✉..✐ ❝♦♥.%❛%❡& D✉❡ ❧❡ .♣❡❝%&❡ ❞✉ ❝♦✉&❛♥% ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♣❡&%✉&❜❛%✐♦♥ ❡.% %&K. ❜&✉✐%: ❝♦♠♣❛&❛♥% ❛✉ ❝❛. ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣&: ❞❡ ❧✐❜❡&%: λ1✳
❆✜♥ ❞❡ &:❝❛♣✐%✉❧❡& ❝❡ %&❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉. ❛❧❧♦♥. ❢❛✐&❡ ✉♥ %❛❜❧❡❛✉ &:❝❛♣✐%✉❧❛%✐❢ ❝♦♥❝❡&♥❛♥% ❧✬❛♠:❧✐♦✲
&❛%✐♦♥ ❞✉ ❚❍❉ ✿
❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ '(❝❛♣✐,✉❧❛,✐❢ ❞❡ ❧✬(,✉❞❡✳
Fd = 10kHz
P❡&%✉&❜❛%✐♦♥ THD1 = 1.3989641
❈♦&&❡❝%✐♦♥ THD2 = 1.0008388
❆♠:❧✐♦&❛%✐♦♥ 29%
❇✐❧❛♥
❉❛♥. ❝❡%%❡ ❛♣♣&♦❝❤❡✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❞❡❣&:. ❞❡ ❧✐❜❡&%: ♦♥% :%: %&♦✉✈:. ❡% ❧✬♦❜❥❡❝%✐❢ ❛ :%: ❞❡
.❛✈♦✐& ❧❡. ❧✐❡& > ❞❡. ❝&✐%K&❡. D✉✐ ♣❡✉✈❡♥% ♦✉ ❞❡✈&❛✐❡♥% Q%&❡ ♦♣%✐♠✐.:.✳
❯♥❡ ❢♦✐. D✉❡ ❧❡. ❞❡❣&:. ❞❡ ❧✐❜❡&%: .♦♥% ✐❞❡♥%✐✜:.✱ ♥♦✉. ❛✈♦♥. ♦♣%: ♣♦✉& ✉♥❡ ♠:%❤♦❞❡ ❞❡
❝♦♠♣❡♥.❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❛✉① ❜♦&♥❡. ❞✉ ❝♦♥❞❡♥.❛%❡✉& D✉✐ .✉❜✐% ✉♥❡ ♣❡&%✉&❜❛%✐♦♥ ❡①%❡&♥❡✳
▲✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡&%✉&❜❛%✐♦♥ > ✐♥❞✉✐% ✉♥❡ ❞:❢♦&♠❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❛✉① ❜♦&♥❡. ❞❡ ❧❛
❝❛♣❛❝✐%: ❛✐♥.✐ D✉❡ ❧❡. ❝♦✉&❛♥%. ❞❡ ❧✐❣♥❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉.%&: .✉& ❧❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✸✺✳ ▲❡ .❡✉❧ ❛❥♦✉% ❞❡
❝♦♠♣♦.❛♥%. ❛✉ .❝❤:♠❛ :❧❡❝%&✐D✉❡ ❝♦♥❝❡&♥❡&❛✐% ❧❡. .♦♥❞❡. ❞❡ %❡♥.✐♦♥ ❡% ❞❡ ❝♦✉&❛♥% ♣❡&♠❡%%❛♥%
❧❛ .✉&✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡. %❡♥.✐♦♥. ❞❡ ❝❛♣❛❝✐%: ❡% ❞❡. ❝♦✉&❛♥%. ❞❡ ❝❤❛&❣❡✳
▲✬❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡. ❞❡❣&:. ❞❡ ❧✐❜❡&%: .✉& ❧❡ .❝❤:♠❛ ❞❡ ▼▲■ ❛ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥.:D✉❡♥❝❡✱ ✉♥❡ ❛♠:❧✐♦✲
&❛%✐♦♥ ❞❡. ❢♦&♠❡. ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐%: ❡% ❞❡. ❝♦✉&❛♥%. ❞❡ ❝❤❛&❣❡✱ ✈♦✐& ✜❣✉&❡ ✹✳✸✻✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧
❞✉ ❚❍❉ ❞✉ ❝♦✉&❛♥% ♠♦♥%&❡ D✉✬✐❧ ❡①✐.%❡ ✉♥❡ ❛♠:❧✐♦&❛%✐♦♥ ❞❡ 29% ❡♥ ❛♣♣❧✐D✉❛♥% ❧❛ ❝♦&&❡❝%✐♦♥
✭❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣&: ❞❡ ❧✐❜❡&%: λ1✮✱ %❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✳
✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉(✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐./❡
▲✬♦❜❥❡❝%✐❢ ❞❡ ❝❡%%❡ :%✉❞❡ ❡.% ❞❡ ✈❛❧✐❞❡& ❧❡. ♠♦❞K❧❡. ♠♦②❡♥. ❞✬♦♥❞✉❧❡✉&. :%✉❞✐:. ❞❛♥. ❧❡. ❝❤❛✲
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❊♥ ♣&❡♠✐4&❡ ♣❛&%✐❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ .✉& ❧✬♦♥❞✉❧❡✉& %&✐♣❤❛.7 ❝❧❛..✐8✉❡ 9 7%7 ❡✛❡❝%✉7❡✳ ❈❡&%❛✐♥.
❞❡❣&7. ❞❡ ❧✐❜❡&%7 ♣❡✉✈❡♥% ❥♦✉❡& .✉& ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✐♥7❛&✐%7 ❡% ♣❡✉✈❡♥% ❞7❝&✐&❡ ❝❡&%❛✐♥❡. ▼▲■ ❞7❥9
❝♦♥♥✉❡.✳ ◆♦✉. ❛✈♦♥. ♣✉ ❞7♠♦♥%&7 8✉❡ 8✉❡❧8✉❡ .♦✐% ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞❡ µ✱ ✐..✉❡ ❞❡ ❧❛ &7.♦❧✉%✐♦♥ ❞❡.
.②.%4♠❡. ❧✐♥7❛✐&❡. ❡♥ ✉%✐❧✐.❛♥% ❧❛ ▼▲■ .✐♥✉.♦F❞❛❧❡ ♦✉ ❧❛ ▼▲■ ❞❡ .78✉❡♥❝❡ ③7&♦✱ ❧❛ ❢♦&♠❡ ❣7♥7&❛❧❡
❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ &❡.%❡ ✐♥❝❤❛♥❣7❡ ❡% ❝♦&&❡❝%❡✳
❆✈❛♥% ❞❡ ♣&7.❡♥%❡& ❧❡. &7.✉❧%❛%. ❡①♣7&✐♠❡♥%❛✉①✱ ✉♥❡ ✐♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ❡% ✉♥ ♣&✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝%✐♦♥✲
♥❡♠❡♥% ❞❡ ❧✬♦✉%✐❧ ❞❙J❆❈❊ ❉❙✶✶✵✹ ✉%✐❧✐.7 ❞❛♥. ❝❡%%❡ 7%✉❞❡ ♦♥% 7%7 ❢❛✐%.✳
▲❡. &7.✉❧%❛%. ❡①♣7&✐♠❡♥%❛✉① ♠♦♥%&❡♥% 8✉❡ ❧❡. ❢♦&♠❡. ❞❡. &❛♣♣♦&%. ❝②❝❧✐8✉❡. ❝❤❛♥❣❡♥% ❡♥
❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✉ %②♣❡ ❞❡ .%&❛%7❣✐❡ ❞❡ ▼▲■ ✉%✐❧✐.7❡✱ %❛♥❞✐. 8✉❡ ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞❡ ❧❛ %❡♥.✐♦♥ ❝♦♠♣♦.7❡ &❡.%❡
✐♥❝❤❛♥❣7❡ 8✉❡❧8✉❡ .♦✐% ❧❡ %②♣❡ ❞❡ ▼▲■✳ ▲❡. ♦&❞&❡. ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❛♥. ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥❡ ▼▲■ ❞✐.❝♦♥✲
%✐♥✉❡ &❡.%❡♥% ❜❧♦8✉7. ♣❡♥❞❛♥% ✉♥ ✐♥%❡&✈❛❧❧❡ ❞❡ %❡♠♣.✱ ❝❡ 8✉✐ ♣❡&♠❡% ❞❡ &7❞✉✐&❡ ❧❡. ♣❡&%❡. ♣❛&
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▲✬✐❞)❡ ❞❡ ❜❛&❡ ❡&0 ❞❡ ♠♦♥0*❡* ❞❛♥& ✉♥ ♣*❡♠✐❡* 0❡♠♣& 7✉❡ 0♦✉& ❧❡& 0②♣❡& ❞✬♦♥❞✉❧❡✉*& ♣❡*✲
♠❡00❡♥0 ❧✬)0❛❜❧✐&&❡♠❡♥0 ❞✬✉♥ ♠♦❞H❧❡ &♦✉& ❢♦*♠❡ ❞✬)7✉❛0✐♦♥& ❞✬✉♥ &②&0H♠❡ ❧✐♥)❛✐*❡ ❝♦♠♣❛0✐❜❧❡✳
■❧ ❛ )0) ♠✐& ❡♥ )✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡& ♠♦❞H❧❡& ❣)♥)*✐7✉❡& ❞✬♦♥❞✉❧❡✉*& ❞❡ 0❡♥&✐♦♥ ♣♦✉* ❧❛ ♠✐&❡ ❡♥ P✉✈*❡
❞❡& &0*❛0)❣✐❡& ❞❡ ♠♦❞✉❧❛0✐♦♥✳ ▲✬❡①0❡♥&✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞H❧❡ ♠♦②❡♥ ♦❜0❡♥✉ ♣♦✉* ❧❡& &②&0H♠❡& 0*✐♣❤❛&)&
❡&0 *)❛❧✐&)❡ ♣♦✉* ❧❡& &0*✉❝0✉*❡& ✉&✉❡❧❧❡& 4 N ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ 0❡♥&✐♦♥ 0❡❧❧❡& 7✉❡ ❧❛ &0*✉❝0✉*❡ ❞✬♦♥❞✉✲
❧❡✉* ❞❡ 0②♣❡ 4 ❝❛♣❛❝✐0)& ✢♦00❛♥0❡& ❡0 ❞❡ 0②♣❡ ♣♦♥0 ❡♥ ❍✳ ▲✬✐❞)❡ ❡&0 ❞❡ ❣)♥)*❛❧✐&❡* ❧❡ ♠♦❞H❧❡
❡0 ❧❛ ♠)0❤♦❞❡ &✉* ❞❡& ❛*❝❤✐0❡❝0✉*❡& *)❡❧❧❡& ♠✉❧0✐♥✐✈❡❛✉①✱ 7✉❡ ❝❡ &♦✐0 ♣❛* ❧❛ ♠♦❞✉❧❛0✐♦♥ ▼▲■
&✐♥✉&♦Q❞❛❧❡ ❡♥ ❡①♣*✐♠❛♥0 ❧❡& *❛♣♣♦*0& ❝②❝❧✐7✉❡& ❝♦♠♠❡ ✈❛*✐❛❜❧❡ ❞❡ &♦*0✐❡✱ ♦✉ ❧❛ ❙❱▼ ❡①♣*✐♠❛♥0
❧❡& ✐♥&0❛♥0& ❞❡ ❝♦♠♠✉0❛0✐♦♥✳
❉♦♥❝ ❧❡& ♠♦❞H❧❡& ❞✬♦♥❞✉❧❡✉*& 0*✐♣❤❛&)& 4 ❞❡✉① ♦✉ 4 N ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ 0❡♥&✐♦♥ ❛❞♠❡00❡♥0 ✉♥❡
)7✉❛0✐♦♥ ❞✬✉♥ &②&0H♠❡ ❧✐♥)❛✐*❡ ❝♦♠♣❛0✐❜❧❡ 7✉✐ &✬)❝*✐0 &♦✉& ❧❛ ❢♦*♠❡ V = f(α) ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞✬✉♥❡
❊◆■❚✲▲●C ✷✵✶✻ ✶✻✾
❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ❣)♥)*❛❧❡
▼▲■ &✐♥✉&♦0❞❛❧❡ ❡2 V = f(τ) ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞✬✉♥❡ ❙❱▼✱ ❛✈❡❝ V ❧❡& 2❡♥&✐♦♥& ❞❡ ♣❤❛&❡✱ α ❧❡& *❛♣♣♦*2&
❝②❝❧✐;✉❡& ❡2 τ ❧❡& ✐♥&2❛♥2& ❞❡ ❝♦♠♠✉2❛2✐♦♥✳ ❉❛♥& ❝❡22❡ ❝♦♥✜❣✉*❛2✐♦♥ ❜❛&✐;✉❡ ✐❧ ❡&2 )✈✐❞❡♥2 ;✉❡ ❧❛
♠❛2*✐❝❡ ❧✐❛♥2 ❝❡& 2❡♥&✐♦♥& ❛✉① *❛♣♣♦*2& ❝②❝❧✐;✉❡& ✭♦✉ ❛✉① ✐♥&2❛♥2& ❞❡ ❝♦♠♠✉2❛2✐♦♥✮ ♥✬❛❞♠❡2 ♣❛&
❞✬✐♥✈❡*&❡✱ ❝❡ ;✉✐ *❡✈✐❡♥2 D ❞✐*❡ ;✉✬✐❧ ♥✬❡&2 ♣❛& ♣♦&&✐❜❧❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡& 2❤)♦*✐❡& ✉&✉❡❧❧❡& ❞❡& ❢♦♥❝2✐♦♥&
❧✐♥)❛✐*❡&✱ ❞❡ *)&♦✉❞*❡ ❝❡ &②&2F♠❡ ❛✜♥ ❞✬❡①♣*✐♠❡* ❧❡& *❛♣♣♦*2& ❝②❝❧✐;✉❡& ✭♦✉ ❧❡& ✐♥&2❛♥2& ❞❡
❝♦♠♠✉2❛2✐♦♥✮ ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞❡& 2❡♥&✐♦♥& ❞❡ *)❢)*❡♥❝❡✳
❈❡22❡ 2❤F&❡ ✈✐&❡ D ❞)✜♥✐* ✉♥❡ ❛♣♣*♦❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞)❧✐&❛2✐♦♥ ❡2 ❞✬❡①♣*✐♠❡* ♠❛2❤)♠❛2✐;✉❡♠❡♥2
❧❡& ❡♥&❡♠❜❧❡& ❞❡ &♦❧✉2✐♦♥&✱ ♣♦✉* ❧❛ ❣)♥)*❛2✐♦♥ ❞❡& &2*❛2)❣✐❡& ❞❡ ♠♦❞✉❧❛2✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛;✉❡ ♠♦❞F❧❡
❞✬♦♥❞✉❧❡✉* )2✉❞✐)✳ ▲❛ *)&♦❧✉2✐♦♥ ❞❡& &②&2F♠❡& ❞✬);✉❛2✐♦♥& ❧✐♥)❛✐*❡& ❝♦♠♣❛2✐❜❧❡& &❡ ❢❛✐2 ♣❛* ❧✬✉2✐✲
❧✐&❛2✐♦♥ ❞❡& ♦✉2✐❧& ♠❛2❤)♠❛2✐;✉❡&✱ 2❡❧& ;✉❡ ❧❛ ♣&❡✉❞♦✲✐♥✈❡*&❡ ❡2 ❧✬✐♥✈❡*&❡ ❣)♥)*❛❧✐&)❡✱ D 2*❛✈❡*&
❧❡&;✉❡❧&✱ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ♣✉ 2*♦✉✈❡* ❡2 ✐❞❡♥2✐✜❡* ❞❡& ❞❡❣*)& ❞❡ ❧✐❜❡*2)✳ ❯♥❡ ❢♦✐& ❧✬✐❞❡♥2✐✜❝❛2✐♦♥ ❡✛❡❝✲
2✉)❡✱ ❧❛ &✉✐2❡ ❞✉ 2*❛✈❛✐❧ ❝♦♥&✐&2❡ D ❞)❝*✐*❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ♠❛2❤)♠❛2✐;✉❡ ❡♥2*❡ ❧❡& &♦❧✉2✐♦♥& ♣❛*2✐❝✉❧✐F*❡&
❡2 ❧❡& ❝*✐2F*❡& D ♦♣2✐♠✐&❡* ❧♦*&;✉❡ ❝❡ ❧✐❡♥ ♠❛2❤)♠❛2✐;✉❡ ♣♦✉**❛ J2*❡ ♠✐& ❡♥ )✈✐❞❡♥❝❡✳
❆✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡* ❧❛ ♠)2❤♦❞❡ ✈✐&✲D✲✈✐& ❞❡& ♠♦❞F❧❡& ✉2✐❧✐&)&✱ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡& ❞✬❛♣♣❧✐❝❛2✐♦♥ &✉*
❧✬♦♥❞✉❧❡✉* 2*✐♣❤❛&) ❝❧❛&&✐;✉❡ D ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ 2❡♥&✐♦♥ ❡2 &✉* ✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉* D ❝❛♣❛❝✐2)& ✢♦22❛♥2❡&
D 2*♦✐& ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ 2❡♥&✐♦♥ ♦♥2 )2) ❡✛❡❝2✉)& ✿
❉❛♥& ✉♥ ♣*❡♠✐❡* 2❡♠♣&✱ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛2✐♦♥ &✉* ✉♥ ♦♥❞✉❧❡✉* 2*✐♣❤❛&) ❝❧❛&&✐;✉❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❤❛*❣❡
R−L );✉✐❧✐❜*)❡✱ D )2) ❡✛❡❝2✉)❡✳ ▲❛ *)&♦❧✉2✐♦♥ ❞❡ &♦♥ &②&2F♠❡ ❧✐♥)❛✐*❡ D )2) *)❛❧✐&)❡ ♣❛* ❧✬❛♣♣❧✐✲
❝❛2✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡*&❡ ❣)♥)*❛❧✐&)❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜2❡♥✐* ❧❡& ❡♥&❡♠❜❧❡& ❞❡ &♦❧✉2✐♦♥& ♣❡*♠❡22❛♥2 ❞✬❡①♣*✐♠❡*
❧❡& *❛♣♣♦*2& ❝②❝❧✐;✉❡& ♦✉ ❧❡& ✐♥&2❛♥2& ❞❡ ❝♦♠♠✉2❛2✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞❡& 2❡♥&✐♦♥& ❞❡ *)❢)*❡♥❝❡✳
❈❡22❡ *)&♦❧✉2✐♦♥ D ♣❡*♠✐& ❞❡ ♠♦♥2*❡* ;✉❡ ❝❡*2❛✐♥& ❞❡❣*)& ❞❡ ❧✐❜❡*2) ♣❡✉✈❡♥2 ❥♦✉❡* &✉* ❧❛
③♦♥❡ ❞❡ ❧✐♥)❛*✐2) ❡2 ♣❡✉✈❡♥2 ❞)❝*✐*❡ ❝❡*2❛✐♥❡& ▼▲■ ❞)❥D ❝♦♥♥✉❡&✳ ❆✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡* ❧❡& *)&✉❧2❛2&
2❤)♦*✐;✉❡& ♥♦✉& ❛✈♦♥& ❡♥2*❡♣*✐& ❧❛ *)❛❧✐&❛2✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❛♥❝ ❡①♣)*✐♠❡♥2❛❧ ;✉✐ ❛ )2) ❝♦♥P✉ ❞❛♥& ❧❡
❜✉2 ❞❡ ♣♦✉✈♦✐* 2❡&2❡* ❞✐✛)*❡♥2❡& ❧♦✐& ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ D ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❙Q❆❈❊✳ ❙♦♥ ❛✈❛♥2❛❣❡
*)&✐❞❡ ❞❛♥& ❧❛ ♣♦&&✐❜✐❧✐2) ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❡* ❧❡& &❝❤)♠❛& ❞❡ &✐♠✉❧❛2✐♦♥ ▼❛2❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦ ♣♦✉* ✉♥❡
✧&✐♠✉❧❛2✐♦♥ 2❡♠♣&✲*)❡❧✧✳
▲❡& *)&✉❧2❛2&✱ ✐&&✉& ❞❡ ❧✬❡①♣)*✐♠❡♥2❛2✐♦♥✱ ♦♥2 ♣❡*♠✐& ❞❡ ♠❡22*❡ ❡♥ V✉✈*❡ ❧❡& ♠♦❞F❧❡& ❡2 ❧❡&
&2*❛2)❣✐❡& ❞✬♦♥❞✉❧❡✉*✱ ❞)✜♥✐& ❛✉♣❛*❛✈❛♥2✱ ❡♥ 2❡♠♣& *)❡❧ ❡♥ ✉2✐❧✐&❛♥2 ❧✬✐♥2❡*❢❛❝❡ ❞❙Q❆❈❊✳ ▲❡&
❞✐✛)*❡♥2❡& ❢♦*♠❡& ❞❡& *❛♣♣♦*2& ❝②❝❧✐;✉❡&✱ ❞❡ ❧❛ 2❡♥&✐♦♥ ❝♦♠♣♦&)❡ Vab✱ ❞❡ &❛ ❋❋❚ ❛✐♥&✐ ;✉❡ ❧❡&
♦*❞*❡& ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ✐&&✉& ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛*❛✐&♦♥ ♠♦❞✉❧❛♥2❡✲♣♦*2❡✉&❡✱ ♦♥2 )2) ♠♦♥2*) ❡2 ❝❡❧❛ ♣♦✉*
❝❤❛;✉❡ &2*❛2)❣✐❡ ✉2✐❧✐&)❡✳
❈❡& *)&✉❧2❛2& ♦♥2 ♠♦♥2*) ;✉❡ ❧❡& ❢♦*♠❡& ❞❡& *❛♣♣♦*2& ❝②❝❧✐;✉❡& ❝❤❛♥❣❡♥2 &❡❧♦♥ ❧❡ 2②♣❡ ❞❡
&2*❛2)❣✐❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛2✐♦♥ ✉2✐❧✐&)❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥2✱ ❧❛ ❢♦*♠❡ ❞❡ ❧❛ 2❡♥&✐♦♥ ❝♦♠♣♦&)❡ Vab *❡&2❡ ✐♥❝❤❛♥❣)❡
;✉❡❧;✉❡ &♦✐2 ❧❡ 2②♣❡ ❞❡ ▼▲■✳
▲❡& ♦*❞*❡& ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❛♣♣❧✐;✉)& ❛✉ ♣*❡♠✐❡* ❜*❛& ❞✬♦♥❞✉❧❡✉*✱ ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞✬✉♥❡ ▼▲■
❞✐&❝♦♥2✐♥✉❡✱ *❡&2❡♥2 ❜❧♦;✉)& ♣❡♥❞❛♥2 ✉♥ ✐♥2❡*✈❛❧❧❡ ❞❡ 2❡♠♣& ❞♦♥♥)✱ ❝❡ ;✉✐ ♣❡*♠❡2 ❞❡ *)❞✉✐*❡ ❧❡&
♣❡*2❡& ♣❛* ❝♦♠♠✉2❛2✐♦♥&✳ ◆)❛♥♠♦✐♥&✱ ❝❡22❡ *)❞✉❝2✐♦♥ ❞❡& ♣❡*2❡& ♥✬❡&2 ♣❛& &❛♥& ❝♦♥2*❡♣❛*2✐❡ ❝❛*
❧❡& *)&✉❧2❛2& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❚❍❉✱ ✐&&✉& ❞❡ ❧✬❡①♣)*✐♠❡♥2❛2✐♦♥✱ ♠♦♥2*❡♥2 ;✉❡ ❧❛ ▼▲■ ❞✐&❝♦♥2✐♥✉❡
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❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ❣)♥)*❛❧❡
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❊♥✜♥✱ ❧❡& 2*❛✈❛✉① *)❛❧✐&)& ❛✉ ❝♦✉*& ❞❡ ❧❛ 2❤0&❡ ❛♣♣♦*2❡♥2 ♣❧✉&✐❡✉*& ✈♦✐❡& ❞❡ *❡❝❤❡*❝❤❡ ✐♥2)✲
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❧❡& ❝♦♥✈❡/.✐&&❡✉/& ❜❛&&❡✲.❡♥&✐♦♥ ❡. 3 ❢/6;✉❡♥❝❡ 6❧❡✈6❡ ✭✐♥❢6/✐❡✉/❡ 3 100V ❡. &✉♣6/✐❡✉/❡ 3
50kHz✮✱ ❧❡& ■●❇❚ ✭■♥&✉❧❛.❡❞✲●❛.❡ ❇✐♣♦❧❛/ ❚/❛♥&✐&.♦/✮ ;✉✐ &♦♥. ✉.✐❧✐&6& ♣♦✉/ ❧❡& .❡♥&✐♦♥&
&✉♣6/✐❡✉/❡& 3 300V ❡. ❞❡& ❢/6;✉❡♥❝❡& /❛/❡♠❡♥. &✉♣6/✐❡✉/❡& 3 20kHz✳ ▲❡& ●❚❖ ❡. ❧❡&
.❤②/✐&.♦/& &♦♥. ✉.✐❧✐&6& ♣♦✉/ ❞❡& ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥& ❤❛✉.❡ .❡♥&✐♦♥ (> 1kV ) ❡. ❢♦/. ❝♦✉/❛♥.
(> 1kA) ❬✹❪✳
❋✐❣✉$❡ ❆✳✸ ✕ ❈❛#❛❝%&#✐(%✐)✉❡( (%❛%✐)✉❡( ❡% ❞②♥❛♠✐)✉❡( ❞✬✉♥ %#❛♥(✐(%♦# ■●❇❚✳
✶✽✻ ❊◆■❚✲▲●W ✷✵✶✻
❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❊①♣(❡))✐♦♥ ❞❡) (❡❧❛/✐♦♥) ❡♥/(❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ ❡/ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡
❆♥♥❡①❡ ❇
❊①♣'❡((✐♦♥ ❞❡( '❡❧❛.✐♦♥( ❡♥.'❡ ❧❛ ♣♦'.❡✉(❡
❡. ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥.❡
❇✳✶ #$❡♠✐($❡ ❝♦♥❞✐-✐♦♥ ❞❡ -$❛✈❛✐❧
▲❛ ❝♦♥❞✐/✐♦♥ )✉✐✈❛♥/❡ ❡)/ ✉/✐❧✐)5❡ ❛✜♥ ❞✬❡①♣(✐♠❡( ❧❡) (❛♣♣♦(/) ❝②❝❧✐9✉❡) ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡)
♠♦❞✉❧❛♥/❡)✳ {
Si T (t) > β =⇒ C1 = 1
Si T (t) < β =⇒ C1 = 0
. ✭❇✳✶✮
❇✳✶✳✶ ❚$✐❛♥❣❧❡ ❜♦$♥- ❡♥.$❡ [0, 1]
▲❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡ β ❡)/ ❝♦♥)/❛♥/❡ ♣❡♥❞❛♥/ ❧✬✐♥/❡(✈❛❧❧❡ ❞❡ /❡♠♣) Tc ❡/ 5✈♦❧✉❡ )/(✐❝/❡♠❡♥/ ❡♥/(❡
❧❡) ❜♦(♥❡) ❞❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ ✿
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉$❡ ❇✳✶ ✕ ✭❛✮ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥ ♠♦❞✉❧❛♥/❡ ❡/ /(✐❛♥❣❧❡ ❞✐(❡❝/ ❡♥/(❡ [0, 1] ❡/ ✭❜✮ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥
♠♦❞✉❧❛♥/❡ ❡/ /(✐❛♥❣❧❡ ✐♥✈❡(*5 ❡♥/(❡ [0, 1]
❊◆■❚✲▲●E ✷✵✶✻ ✶✽✼
❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❊①♣(❡))✐♦♥ ❞❡) (❡❧❛/✐♦♥) ❡♥/(❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ ❡/ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡
❇✳✶✳✶✳✶ ❚$✐❛♥❣❧❡ ❞✐$❡❝- ❡♥-$❡ [0, 1]
❋✐❣✉$❡ ❇✳✶❛ ♦1 ❧❛ ♣♦$-❡✉3❡ ❡3- ✉♥ -$✐❛♥❣❧❡ ❞✐$❡❝- ❜♦$♥5 ❡♥-$❡ 0 ❡- 1✳
❋✐❣✉$❡ ❇✳✷ ✕ ❙✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ./✐❛♥❣❧❡ ❞✐/❡❝.
❉3✜♥✐))♦♥) t1 ❝♦♠♠❡ 3/❛♥/ ❧❡ ♣(❡♠✐❡( ✐♥)/❛♥/ ❞✬✐♥/❡()❡❝/✐♦♥ ❡♥/(❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ ❡/ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡
❡/ t2 ❡/ ❧❡ ❞❡✉①✐7♠❡ ✐♥)/❛♥/ ❞✬✐♥/❡()❡❝/✐♦♥ ✳
◆♦✉) ❝♦♥)✐❞3(♦♥) y+ ❧✬39✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞(♦✐/❡ ♣♦)✐/✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ ❡/ y− ❧✬39✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞(♦✐/❡ ♥3❣❛/✐✈❡✳
▲✬39✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞(♦✐/❡ ❞❡ y+ 9✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡ ✐♥/❡(✈❛❧❧❡ [0,
Tc
2
] ❡)/ ✿
y+ = At+B. ✭❇✳✷✮
▲❡) ♣❛(❛♠7/(❡) A ❡/ B )♦♥/ ♦❜/❡♥✉) ♣❛( ✿{
At = 0 =⇒ B = 0(origine)
A = 1Tc
2
= 2
Tc
(pente positive)
. ✭❇✳✸✮
❉♦♥❝ ❡♥ (❡♠♣❧❛C❛♥/ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞❡ B ❡/ A ❞❛♥) ❧✬39✉❛/✐♦♥ ❇✳✷✱ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞❡ ❧✬39✉❛/✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❞(♦✐/❡ ♣♦)✐/✐✈❡ ♣❡✉/ E/(❡ 3❝(✐/❡ )♦✉) ❧❛ ❢♦(♠❡ ✿
y+ =
2
Tc
t. ✭❇✳✹✮
▲✬39✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞(♦✐/❡ ❞❡ y− 9✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡ ✐♥/❡(✈❛❧❧❡ [Tc2 , Tc] )✬3❝(✐/ ❝♦♠♠❡ )✉✐/ ✿
y− = −Ct+D. ✭❇✳✺✮
❈♦♠♠❡ ♣(3❝3❞❡♠♠❡♥/✱ ♥♦✉) ❛❧❧♦♥) ❝❤❡(❝❤❡( K ✐❞❡♥/✐✜❡( ❧❡) ♣❛(❛♠7/(❡) C ❡/ D ❞❡ ❧❛ ♠E♠❡
♠❛♥✐7(❡✳
✶✽✽ ❊◆■❚✲▲●R ✷✵✶✻
❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❊①♣(❡))✐♦♥ ❞❡) (❡❧❛/✐♦♥) ❡♥/(❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ ❡/ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡
❆ t = Tc
2
=⇒ y− = 1
❆ t = Tc =⇒ y− = 0✳ ❈❡ 3✉✐ ❡♥/(❛✐♥❡ ✉♥❡ ❡①♣(❡))✐♦♥ ❧✐❛♥/ C✱ D ❡/ Tc✳
−CTc
2
+D = 1. ✭❇✳✻✮
❆ t = Tc =⇒ y− = 0✱ ❡/ ❞♦♥❝
−CTc +D = 0. ✭❇✳✼✮
❊♥ (:)♦❧✈❛♥/ ❝❡) ❞❡✉① :3✉❛/✐♦♥) ♦♥ ❛❜♦✉/✐/ = ❧✬:3✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞(♦✐/❡ ♥:❣❛/✐✈❡ /❡❧❧❡ 3✉❡ ✿
y− = − 2
Tc
t+ 2. ✭❇✳✽✮
▲❡) ✐♥)/❛♥/) t1 ❡/ t2 ♣❡✉✈❡♥/ C/(❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥/ ♦❜/❡♥✉) ✿
❆ t = t1 =⇒ y+ − β = 0✳ ❊♥ (❡♠♣❧❛E❛♥/ y+ ♣❛( ✭❇✳✹✮✱ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥)/❛♥/ t1 ❡)/
♦❜/❡♥✉❡ ✿
t1 =
βTc
2
. ✭❇✳✾✮
❆ t = t2 =⇒ y− − β = 0✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ❧✬✉/✐❧✐)❛/✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ✭❇✳✽✮ ♣❡(♠❡/ ❞❡ /(♦✉✈❡(
❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥)/❛♥/ t2 ❝♦♠♠❡ )✉✐/ ✿
t2 =
(2− β)Tc
2
. ✭❇✳✶✵✮
❊/ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞✉ (❛♣♣♦(/ ❝②❝❧✐3✉❡ )✬:❝(✐/ )♦✉) ❧❛ ❢♦(♠❡ ✿
α =
t
❖◆
Tc
. ✭❇✳✶✶✮
❆✈❡❝ t
❖◆
= t2 − t1✳ ❉♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥/ ❡♥ (❡♠♣❧❛E❛♥/ ❧❡) ❡①♣(❡))✐♦♥) ✭❇✳✾✮ ❡/ ✭❇✳✶✵✮ ❞❛♥)
✭❇✳✶✶✮✱ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞✉ (❛♣♣♦(/ ❝②❝❧✐3✉❡ ❡)/ ❞:✜♥✐❡ ♣❛( ✿
α =
Tc(1− β)
Tc
. ✭❇✳✶✷✮
❉♦♥❝
α = 1− β. ✭❇✳✶✸✮
❇✳✶✳✶✳✷ ❚%✐❛♥❣❧❡ ✐♥✈❡%-. ❡♥/%❡ [0, 1]
❋✐❣✉%❡ ❇✳✶❜ ♦4 ❧❛ ♣♦%/❡✉-❡ ❡-/ ✉♥ /%✐❛♥❣❧❡ ✐♥✈❡%-. ❜♦%♥. ❡♥/%❡ 0 ❡/ 1✳
❊◆■❚✲▲●U ✷✵✶✻ ✶✽✾
❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❊①♣(❡))✐♦♥ ❞❡) (❡❧❛/✐♦♥) ❡♥/(❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ ❡/ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡
❋✐❣✉$❡ ❇✳✸ ✕ ❙✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ./✐❛♥❣❧❡ ✐♥✈❡/01
▲✬45✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞(♦✐/❡ ❞❡ y− 5✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡ ✐♥/❡(✈❛❧❧❡ [0, Tc2 ] ❡)/ ✿
y− = −At+B. ✭❇✳✶✹✮
▲❡( ♣❛+❛♠-.+❡( A ❡. B (♦♥. ♦❜.❡♥✉( ♣❛+ ✿{
At = 0 =⇒ B = 1(origine)
A = 1Tc
2
= 2
Tc
. ✭❇✳✶✺✮
❉♦♥❝ ❡♥ +❡♠♣❧❛8❛♥. ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ❞❡ B ❡. A ❞❛♥( ❧✬<=✉❛.✐♦♥ ❇✳✶✹✱ ❧✬❡①♣+❡((✐♦♥ ❞❡ ❧✬<=✉❛.✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❞+♦✐.❡ ♣♦(✐.✐✈❡ ♣❡✉. A.+❡ <❝+✐.❡ (♦✉( ❧❛ ❢♦+♠❡ ✿
y− = − 2
Tc
t+ 1. ✭❇✳✶✻✮
▲✬<=✉❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞+♦✐.❡ ❞❡ y+ =✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡ ✐♥.❡+✈❛❧❧❡ [
Tc
2
, Tc] (✬<❝+✐. ❝♦♠♠❡ (✉✐. ✿
y+ = Ct+D. ✭❇✳✶✼✮
❈♦♠♠❡ ♣+<❝<❞❡♠♠❡♥.✱ ♥♦✉( ❛❧❧♦♥( ❝❤❡+❝❤❡+ G ✐❞❡♥.✐✜❡+ ❧❡( ♣❛+❛♠-.+❡( C ❡. D ❞❡ ❧❛ ♠A♠❡
♠❛♥✐-+❡✳
❆ t = Tc
2
=⇒ y+ = 0
❆ t = Tc =⇒ y+ = 1✳ ❈❡ =✉✐ ❡♥.+❛✐♥❡ ✉♥❡ ❡①♣+❡((✐♦♥ ❧✐❛♥. C✱ D ❡. Tc✳
C
Tc
2
+D = 0. ✭❇✳✶✽✮
❆ t = Tc =⇒ y+ = 1✱ ❡. ❞♦♥❝
CTc +D = 1. ✭❇✳✶✾✮
❊♥ +<(♦❧✈❛♥. ❝❡( ❞❡✉① <=✉❛.✐♦♥( ♦♥ ❛❜♦✉.✐. G ❧✬<=✉❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞+♦✐.❡ ♥<❣❛.✐✈❡ .❡❧❧❡ =✉❡ ✿
y+ =
2
Tc
t− 1. ✭❇✳✷✵✮
✶✾✵ ❊◆■❚✲▲●U ✷✵✶✻
❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❊①♣(❡))✐♦♥ ❞❡) (❡❧❛/✐♦♥) ❡♥/(❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ ❡/ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡
▲❡) ✐♥)/❛♥/) t1 ❡/ t2 ♣❡✉✈❡♥/ 4/(❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥/ ♦❜/❡♥✉) ✿
❆ t = t1 =⇒ y− − β = 0✳ ❊♥ (❡♠♣❧❛8❛♥/ y− ♣❛( ✭❇✳✶✻✮✱ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥)/❛♥/ t1 ❡)/
♦❜/❡♥✉❡ ✿
t1 =
(1− β)Tc
2
. ✭❇✳✷✶✮
❆ t = t2 =⇒ y+ − β = 0✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ❧✬✉/✐❧✐)❛/✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ✭❇✳✷✵✮ ♣❡(♠❡/ ❞❡ /(♦✉✈❡(
❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥)/❛♥/ t2 ❝♦♠♠❡ )✉✐/ ✿
t2 =
(1 + β)Tc
2
. ✭❇✳✷✷✮
❊/ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞✉ (❛♣♣♦(/ ❝②❝❧✐D✉❡ )✬E❝(✐/ )♦✉) ❧❛ ❢♦(♠❡ ✿
α =
t
❖◆
Tc
. ✭❇✳✷✸✮
❆✈❡❝ t
❖◆
= Tc − (t2 − t1)✳ ❉♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥/ ❡♥ (❡♠♣❧❛8❛♥/ ❧❡) ❡①♣(❡))✐♦♥) ✭❇✳✷✶✮ ❡/ ✭❇✳✷✷✮
❞❛♥) ✭❇✳✷✸✮✱ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞✉ (❛♣♣♦(/ ❝②❝❧✐D✉❡ ❡)/ ❞E✜♥✐❡ ♣❛( ✿
α =
Tc(1− β)
Tc
. ✭❇✳✷✹✮
❉♦♥❝
α = 1− β. ✭❇✳✷✺✮
❇✳✶✳✷ ❉❡♥' ❞❡ )❝✐❡ ❜♦.♥/❡ ❡♥'.❡ [0, 1]
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉$❡ ❇✳✹ ✕ ✭❛✮ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥ ♠♦❞✉❧❛♥/❡ ❡/ ❞❡♥/ ❞❡ *❝✐❡ ❞✐(❡❝/❡ ❡♥/(❡ [0, 1] ❡/ ✭❜✮ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥
♠♦❞✉❧❛♥/❡ ❡/ ❞❡♥/ ❞❡ *❝✐❡ ✐♥✈❡(*4❡ ❡♥/(❡ [0, 1]
❇✳✶✳✷✳✶ ❉❡♥' ❞❡ )❝✐❡ ❞✐,❡❝'❡ ❡♥',❡ [0, 1]
❋✐❣✉,❡ ❇✳✹❛ ♦3 ❧❛ ♣♦,'❡✉)❡ ❡)' ✉♥❡ ❞❡♥' ❞❡ )❝✐❡ ❞✐,❡❝'❡ ❜♦,♥7❡ ❡♥',❡ 0 ❡' 1✳
❉E✜♥✐))♦♥) t1 ❝♦♠♠❡ E/❛♥/ ❧❡ ♣(❡♠✐❡( ✐♥)/❛♥/ ❞✬✐♥/❡()❡❝/✐♦♥ ❡♥/(❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ ❡/ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡
❡/ Tc ❡/ ❧❡ ❞❡✉①✐K♠❡ ✐♥)/❛♥/ ❞✬✐♥/❡()❡❝/✐♦♥ ✳
❊◆■❚✲▲●Q ✷✵✶✻ ✶✾✶
❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❊①♣(❡))✐♦♥ ❞❡) (❡❧❛/✐♦♥) ❡♥/(❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ ❡/ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡
❋✐❣✉$❡ ❇✳✺ ✕ ❙✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♥. ❞❡ /❝✐❡ ❞✐0❡❝.❡
◆♦✉) ❝♦♥)✐❞4(♦♥) y+ ❧✬46✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞(♦✐/❡ ♣♦)✐/✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡✳
▲✬46✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞(♦✐/❡ ❞❡ y+ 6✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡ ✐♥/❡(✈❛❧❧❡ [0, Tc] ❡)/ ✿
y+ = At+B. ✭❇✳✷✻✮
▲❡) ♣❛(❛♠>/(❡) A ❡/ B )♦♥/ ♦❜/❡♥✉) ♣❛( ✿{
At = 0 =⇒ B = 0(origine)
A = 1
Tc
(pente positive)
. ✭❇✳✷✼✮
❉♦♥❝ ❡♥ (❡♠♣❧❛B❛♥/ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞❡ B ❡/ A ❞❛♥) ❧✬46✉❛/✐♦♥ ❇✳✷✻✱ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞❡ ❧✬46✉❛/✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❞(♦✐/❡ ♣♦)✐/✐✈❡ ♣❡✉/ D/(❡ 4❝(✐/❡ )♦✉) ❧❛ ❢♦(♠❡ ✿
y+ =
1
Tc
t. ✭❇✳✷✽✮
▲✬✐♥)/❛♥/ t1 ♣❡✉/ D/(❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥/ ❝❛❧❝✉❧4 ✿
❆ t = t1 =⇒ y+ − β = 0✳ ❊♥ (❡♠♣❧❛B❛♥/ y+ ♣❛( ✭❇✳✷✽✮✱ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥)/❛♥/ t1 ❡)/
♦❜/❡♥✉❡ ✿
t1 = βTc. ✭❇✳✷✾✮
❊/ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞✉ (❛♣♣♦(/ ❝②❝❧✐6✉❡ )✬4❝(✐/ )♦✉) ❧❛ ❢♦(♠❡ ✿
α =
t
❖◆
Tc
. ✭❇✳✸✵✮
❆✈❡❝ t
❖◆
= Tc − t1✳ ❉♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥/ ❡♥ (❡♠♣❧❛B❛♥/ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞❡ ✭❇✳✷✾✮ ❞❛♥) ✭❇✳✸✵✮✱
❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞✉ (❛♣♣♦(/ ❝②❝❧✐6✉❡ ❡)/ ❞4✜♥✐❡ ♣❛( ✿
α =
Tc(1− β)
Tc
. ✭❇✳✸✶✮
✶✾✷ ❊◆■❚✲▲●Q ✷✵✶✻
❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❊①♣(❡))✐♦♥ ❞❡) (❡❧❛/✐♦♥) ❡♥/(❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ ❡/ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡
❉♦♥❝
α = 1− β. ✭❇✳✸✷✮
❇✳✶✳✷✳✷ ❉❡♥' ❞❡ )❝✐❡ ✐♥✈❡-).❡ ❡♥'-❡ [0, 1]
❋✐❣✉-❡ ❇✳✹❜ ♦5 ❧❛ ♣♦-'❡✉)❡ ❡)' ✉♥❡ ❞❡♥' ❞❡ )❝✐❡ ✐♥✈❡-).❡ ❜♦-♥.❡ ❡♥'-❡ 0 ❡' 1✳
❋✐❣✉$❡ ❇✳✻ ✕ ❙✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♥. ❞❡ /❝✐❡ ✐♥✈❡0/1❡
▲✬:;✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞(♦✐/❡ ❞❡ y− ;✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡ ✐♥/❡(✈❛❧❧❡ [0, Tc] ❡)/ ✿
y− = −At+B. ✭❇✳✸✸✮
▲❡) ♣❛(❛♠>/(❡) A ❡/ B )♦♥/ ♦❜/❡♥✉) ♣❛( ✿{
At = 0 =⇒ B = 1(origine)
A = 1
Tc
. ✭❇✳✸✹✮
❉♦♥❝ ❡♥ (❡♠♣❧❛A❛♥/ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞❡ B ❡/ A ❞❛♥) ❧✬:;✉❛/✐♦♥ ❇✳✸✸✱ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞❡ ❧✬:;✉❛/✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❞(♦✐/❡ ♣♦)✐/✐✈❡ ♣❡✉/ C/(❡ :❝(✐/❡ )♦✉) ❧❛ ❢♦(♠❡ ✿
y− = − 1
Tc
t+ 1. ✭❇✳✸✺✮
▲✬✐♥)/❛♥/ t1 ♣❡✉/ C/(❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥/ ❝❛❧❝✉❧: ✿
❆ t = t1 =⇒ y− − β = 0✳ ❊♥ (❡♠♣❧❛A❛♥/ y− ♣❛( ✭❇✳✸✺✮✱ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥)/❛♥/ t1 ❡)/
♦❜/❡♥✉❡ ✿
t1 = (1− βTc. ✭❇✳✸✻✮
❊/ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞✉ (❛♣♣♦(/ ❝②❝❧✐;✉❡ )✬:❝(✐/ )♦✉) ❧❛ ❢♦(♠❡ ✿
α =
t
❖◆
Tc
. ✭❇✳✸✼✮
❊◆■❚✲▲●O ✷✵✶✻ ✶✾✸
❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❊①♣(❡))✐♦♥ ❞❡) (❡❧❛/✐♦♥) ❡♥/(❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ ❡/ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡
❆✈❡❝ t
❖◆
= t1✳ ❉♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥/ ❡♥ (❡♠♣❧❛6❛♥/ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞❡ ✭❇✳✸✻✮ ❞❛♥) ✭❇✳✸✼✮✱ ❧✬❡①♣(❡)✲
)✐♦♥ ❞✉ (❛♣♣♦(/ ❝②❝❧✐@✉❡ ❡)/ ❞A✜♥✐❡ ♣❛( ✿
α =
Tc(1− β)
Tc
. ✭❇✳✸✽✮
❉♦♥❝
α = 1− β. ✭❇✳✸✾✮
❉♦♥❝✱♥♦✉) ❝♦♥)/❛/♦♥) @✉❡ @✉❡❧@✉❡ )♦✐/ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ /(✐❛♥❣❧❡ ❞✐(❡❝/ ♦✉ ✐♥✈❡()A ♦✉ ❞❡♥/ ❞❡ )❝✐❡
❞✐(❡❝/❡ ♦✉ ✐♥✈❡()A❡✱ ❧❡ (❛♣♣♦(/) ❝②❝❧✐@✉❡ ❡)/ ❧❡ ♠F♠❡ ❧♦()@✉❡ ❧❡) ❜♦(♥❡) ❞❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ )♦♥/ [0, 1]✳
❇✳✶✳✸ ❚%✐❛♥❣❧❡ ❜♦%♥. ❡♥/%❡ [−12 , 12 ]
▲❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡ β ❡)/ ❝♦♥)/❛♥/❡ ♣❡♥❞❛♥/ ❧✬✐♥/❡(✈❛❧❧❡ ❞❡ /❡♠♣) Tc ❡/ A✈♦❧✉❡ )/(✐❝/❡♠❡♥/ ❡♥/(❡
❧❡) ❜♦(♥❡) ❞❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ ✿
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉$❡ ❇✳✼ ✕ ✭❛✮ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥ ♠♦❞✉❧❛♥/❡ ❡/ /(✐❛♥❣❧❡ ❞✐(❡❝/ ❡♥/(❡ [−12 , 12 ] ❡/ ✭❜✮ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥
♠♦❞✉❧❛♥/❡ ❡/ /(✐❛♥❣❧❡ ✐♥✈❡(*5 ❡♥/(❡ [−12 , 12 ]
❇✳✶✳✸✳✶ ❚%✐❛♥❣❧❡ ❞✐%❡❝. ❡♥.%❡ [−1
2
, 1
2
]
❋✐❣✉%❡ ❇✳✼❛ ♦3 ❧❛ ♣♦%.❡✉5❡ ❡5. ✉♥ .%✐❛♥❣❧❡ ❞✐%❡❝. ❜♦%♥7 ❡♥.%❡ [−1
2
, 1
2
]✳
❉A✜♥✐))♦♥) t1 ❝♦♠♠❡ A/❛♥/ ❧❡ ♣(❡♠✐❡( ✐♥)/❛♥/ ❞✬✐♥/❡()❡❝/✐♦♥ ❡♥/(❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ ❡/ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡
❡/ t2 ❡/ ❧❡ ❞❡✉①✐I♠❡ ✐♥)/❛♥/ ❞✬✐♥/❡()❡❝/✐♦♥ ✳
◆♦✉) ❝♦♥)✐❞A(♦♥) y+ ❧✬A@✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞(♦✐/❡ ♣♦)✐/✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ ❡/ y− ❧✬A@✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞(♦✐/❡ ♥A❣❛/✐✈❡✳
▲✬A@✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞(♦✐/❡ ❞❡ y+ @✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡ ✐♥/❡(✈❛❧❧❡ [0,
Tc
2
] ❡)/ ✿
y+ = At+B. ✭❇✳✹✵✮
▲❡) ♣❛(❛♠I/(❡) A ❡/ B )♦♥/ ♦❜/❡♥✉) ♣❛( ✿{
At = 0 =⇒ B = −1
2
(origine)
A = 1Tc
2
= 2
Tc
(pente positive)
. ✭❇✳✹✶✮
✶✾✹ ❊◆■❚✲▲●Q ✷✵✶✻
❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❊①♣(❡))✐♦♥ ❞❡) (❡❧❛/✐♦♥) ❡♥/(❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ ❡/ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡
❋✐❣✉$❡ ❇✳✽ ✕ ❙✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ./✐❛♥❣❧❡ ❞✐/❡❝. ❜♦/♥1 ❡♥./❡ [−12 , 12 ]
❉♦♥❝ ❡♥ (❡♠♣❧❛4❛♥/ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞❡ B ❡/ A ❞❛♥) ❧✬78✉❛/✐♦♥ ❇✳✷✱ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞❡ ❧✬78✉❛/✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❞(♦✐/❡ ♣♦)✐/✐✈❡ ♣❡✉/ ;/(❡ 7❝(✐/❡ )♦✉) ❧❛ ❢♦(♠❡ ✿
y+ =
2
Tc
t− 1
2
. ✭❇✳✹✷✮
▲✬78✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞(♦✐/❡ ❞❡ y− 8✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡ ✐♥/❡(✈❛❧❧❡ [Tc2 , Tc] )✬7❝(✐/ ❝♦♠♠❡ )✉✐/ ✿
y− = −Ct+D. ✭❇✳✹✸✮
❈♦♠♠❡ ♣(7❝7❞❡♠♠❡♥/✱ ♥♦✉) ❛❧❧♦♥) ❝❤❡(❝❤❡( E ✐❞❡♥/✐✜❡( ❧❡) ♣❛(❛♠G/(❡) C ❡/ D ❞❡ ❧❛ ♠;♠❡
♠❛♥✐G(❡✳
❆ t = Tc
2
=⇒ y− = 12
❆ t = Tc =⇒ y− = −12 ✳ ❈❡ 8✉✐ ❡♥/(❛✐♥❡ ✉♥❡ ❡①♣(❡))✐♦♥ ❧✐❛♥/ C✱ D ❡/ Tc✳
−CTc
2
+D =
1
2
. ✭❇✳✹✹✮
❆ t = Tc =⇒ y− = −12 ✱ ❡/ ❞♦♥❝
−CTc +D = −1
2
. ✭❇✳✹✺✮
❊♥ (7)♦❧✈❛♥/ ❝❡) ❞❡✉① 78✉❛/✐♦♥) ♦♥ ❛❜♦✉/✐/ E ❧✬78✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞(♦✐/❡ ♥7❣❛/✐✈❡ /❡❧❧❡ 8✉❡ ✿
y− = − 2
Tc
t+
3
2
. ✭❇✳✹✻✮
▲❡) ✐♥)/❛♥/) t1 ❡/ t2 ♣❡✉✈❡♥/ ;/(❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥/ ♦❜/❡♥✉) ✿
❆ t = t1 =⇒ y+ − β = 0✳ ❊♥ (❡♠♣❧❛4❛♥/ y+ ♣❛( ✭❇✳✹✷✮✱ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥)/❛♥/ t1 ❡)/
♦❜/❡♥✉❡ ✿
❊◆■❚✲▲●Q ✷✵✶✻ ✶✾✺
❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❊①♣(❡))✐♦♥ ❞❡) (❡❧❛/✐♦♥) ❡♥/(❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ ❡/ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡
t1 = (
1
2
+ β)
Tc
2
. ✭❇✳✹✼✮
❆ t = t2 =⇒ y− − β = 0✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ❧✬✉/✐❧✐)❛/✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ✭❇✳✹✻✮ ♣❡(♠❡/ ❞❡ /(♦✉✈❡(
❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥)/❛♥/ t2 ❝♦♠♠❡ )✉✐/ ✿
t2 = (
3
2
− β)Tc
2
. ✭❇✳✹✽✮
❊/ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞✉ (❛♣♣♦(/ ❝②❝❧✐?✉❡ )✬@❝(✐/ )♦✉) ❧❛ ❢♦(♠❡ ✿
α =
t
❖◆
Tc
. ✭❇✳✹✾✮
❆✈❡❝ t
❖◆
= t2 − t1✳ ❉♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥/ ❡♥ (❡♠♣❧❛E❛♥/ ❧❡) ❡①♣(❡))✐♦♥) ✭❇✳✾✮ ❡/ ✭❇✳✶✵✮ ❞❛♥)
✭❇✳✶✶✮✱ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞✉ (❛♣♣♦(/ ❝②❝❧✐?✉❡ ❡)/ ❞@✜♥✐❡ ♣❛( ✿
α =
1
2
− β. ✭❇✳✺✵✮
❇✳✶✳✸✳✷ ❚&✐❛♥❣❧❡ ✐♥✈❡&./ ❡♥0&❡ [−1
2
, 1
2
]
❋✐❣✉&❡ ❇✳✼❜ ♦6 ❧❛ ♣♦&0❡✉.❡ ❡.0 ✉♥ 0&✐❛♥❣❧❡ ✐♥✈❡&./ ❜♦&♥/ ❡♥0&❡ 0 ❡0 1✳
❋✐❣✉$❡ ❇✳✾ ✕ ❙✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ./✐❛♥❣❧❡ ✐♥✈❡/01 ❡♥./❡ [−12 , 12 ]
▲✬@?✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞(♦✐/❡ ❞❡ y− ?✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡ ✐♥/❡(✈❛❧❧❡ [0, Tc2 ] ❡)/ ✿
y− = −At+B. ✭❇✳✺✶✮
▲❡) ♣❛(❛♠J/(❡) A ❡/ B )♦♥/ ♦❜/❡♥✉) ♣❛( ✿
✶✾✻ ❊◆■❚✲▲●Q ✷✵✶✻
❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❊①♣(❡))✐♦♥ ❞❡) (❡❧❛/✐♦♥) ❡♥/(❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ ❡/ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡
{
At = 0 =⇒ B = 1
2
(origine)
A = 1Tc
2
= 2
Tc
. ✭❇✳✺✷✮
❉♦♥❝ ❡♥ (❡♠♣❧❛8❛♥/ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞❡ B ❡/ A ❞❛♥) ❧✬;<✉❛/✐♦♥ ❇✳✺✶✱ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞❡ ❧✬;<✉❛/✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❞(♦✐/❡ ♣♦)✐/✐✈❡ ♣❡✉/ ?/(❡ ;❝(✐/❡ )♦✉) ❧❛ ❢♦(♠❡ ✿
y− = − 2
Tc
t+
1
2
. ✭❇✳✺✸✮
▲✬;<✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞(♦✐/❡ ❞❡ y+ <✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡ ✐♥/❡(✈❛❧❧❡ [
Tc
2
, Tc] )✬;❝(✐/ ❝♦♠♠❡ )✉✐/ ✿
y+ = Ct+D. ✭❇✳✺✹✮
❈♦♠♠❡ ♣(;❝;❞❡♠♠❡♥/✱ ♥♦✉) ❛❧❧♦♥) ❝❤❡(❝❤❡( G ✐❞❡♥/✐✜❡( ❧❡) ♣❛(❛♠I/(❡) C ❡/ D ❞❡ ❧❛ ♠?♠❡
♠❛♥✐I(❡✳
❆ t = Tc
2
=⇒ y+ = −12
❆ t = Tc =⇒ y+ = 12 ✳ ❈❡ <✉✐ ❡♥/(❛✐♥❡ ✉♥❡ ❡①♣(❡))✐♦♥ ❧✐❛♥/ C✱ D ❡/ Tc✳
C
Tc
2
+D = −1
2
. ✭❇✳✺✺✮
❆ t = Tc =⇒ y+ = 12 ✱ ❡/ ❞♦♥❝
CTc +D =
1
2
. ✭❇✳✺✻✮
❊♥ (;)♦❧✈❛♥/ ❝❡) ❞❡✉① ;<✉❛/✐♦♥) ♦♥ ❛❜♦✉/✐/ G ❧✬;<✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞(♦✐/❡ ♥;❣❛/✐✈❡ /❡❧❧❡ <✉❡ ✿
y+ =
2
Tc
t− 3
2
. ✭❇✳✺✼✮
▲❡) ✐♥)/❛♥/) t1 ❡/ t2 ♣❡✉✈❡♥/ ?/(❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥/ ♦❜/❡♥✉) ✿
❆ t = t1 =⇒ y− − β = 0✳ ❊♥ (❡♠♣❧❛8❛♥/ y− ♣❛( ✭❇✳✺✸✮✱ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥)/❛♥/ t1 ❡)/
♦❜/❡♥✉❡ ✿
t1 =
Tc
2
(
1
2
− β). ✭❇✳✺✽✮
❆ t = t2 =⇒ y+ − β = 0✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ❧✬✉/✐❧✐)❛/✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ✭❇✳✷✵✮ ♣❡(♠❡/ ❞❡ /(♦✉✈❡(
❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥)/❛♥/ t2 ❝♦♠♠❡ )✉✐/ ✿
t2 =
Tc
2
(
3
2
+ β). ✭❇✳✺✾✮
❊/ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞✉ (❛♣♣♦(/ ❝②❝❧✐<✉❡ )✬;❝(✐/ )♦✉) ❧❛ ❢♦(♠❡ ✿
α =
t
❖◆
Tc
. ✭❇✳✻✵✮
❊◆■❚✲▲●X ✷✵✶✻ ✶✾✼
❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❊①♣(❡))✐♦♥ ❞❡) (❡❧❛/✐♦♥) ❡♥/(❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ ❡/ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡
❆✈❡❝ t
❖◆
= Tc − (t2 − t1)✳ ❉♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥/ ❡♥ (❡♠♣❧❛6❛♥/ ❧❡) ❡①♣(❡))✐♦♥) ✭❇✳✺✽✮ ❡/ ✭❇✳✺✾✮
❞❛♥) ✭❇✳✻✵✮✱ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞✉ (❛♣♣♦(/ ❝②❝❧✐A✉❡ ❡)/ ❞B✜♥✐❡ ♣❛( ✿
α =
1
2
− β. ✭❇✳✻✶✮
❇✳✶✳✹ ❉❡♥' ❞❡ )❝✐❡ ❜♦.♥/❡ ❡♥'.❡ [−12 , 12 ]
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉$❡ ❇✳✶✵ ✕ ✭❛✮ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥ ♠♦❞✉❧❛♥/❡ ❡/ ❞❡♥/ ❞❡ *❝✐❡ ❞✐(❡❝/❡ ❡♥/(❡ [−12 , 12 ] ❡/ ✭❜✮ ❈♦♠♣❛✲
(❛✐*♦♥ ♠♦❞✉❧❛♥/❡ ❡/ ❞❡♥/ ❞❡ *❝✐❡ ✐♥✈❡(*5❡ ❡♥/(❡ [−12 , 12 ]
❇✳✶✳✹✳✶ ❉❡♥' ❞❡ )❝✐❡ ❞✐,❡❝'❡ ❡♥',❡ [−1
2
, 1
2
]
❋✐❣✉,❡ ❇✳✶✵❛ ♦3 ❧❛ ♣♦,'❡✉)❡ ❡)' ✉♥❡ ❞❡♥' ❞❡ )❝✐❡ ❞✐,❡❝'❡ ❜♦,♥7❡ ❡♥',❡ [−1
2
, 1
2
]✳
❋✐❣✉$❡ ❇✳✶✶ ✕ ❙✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♥/ ❞❡ *❝✐❡ ❞✐(❡❝/❡ ❡♥/(❡ [−12 , 12 ]
❉B✜♥✐))♦♥) t1 ❝♦♠♠❡ B/❛♥/ ❧❡ ♣(❡♠✐❡( ✐♥)/❛♥/ ❞✬✐♥/❡()❡❝/✐♦♥ ❡♥/(❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ ❡/ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡
❡/ Tc ❡/ ❧❡ ❞❡✉①✐E♠❡ ✐♥)/❛♥/ ❞✬✐♥/❡()❡❝/✐♦♥ ✳
◆♦✉) ❝♦♥)✐❞B(♦♥) y+ ❧✬BA✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞(♦✐/❡ ♣♦)✐/✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡✳
▲✬BA✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞(♦✐/❡ ❞❡ y+ A✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡ ✐♥/❡(✈❛❧❧❡ [0, Tc] ❡)/ ✿
y+ = At+B. ✭❇✳✻✷✮
✶✾✽ ❊◆■❚✲▲●M ✷✵✶✻
❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❊①♣(❡))✐♦♥ ❞❡) (❡❧❛/✐♦♥) ❡♥/(❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ ❡/ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡
▲❡) ♣❛(❛♠3/(❡) A ❡/ B )♦♥/ ♦❜/❡♥✉) ♣❛( ✿{
At = 0 =⇒ B = −1
2
(origine)
A = 1
Tc
(pente positive)
. ✭❇✳✻✸✮
❉♦♥❝ ❡♥ (❡♠♣❧❛<❛♥/ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞❡ B ❡/ A ❞❛♥) ❧✬?@✉❛/✐♦♥ ❇✳✻✷✱ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞❡ ❧✬?@✉❛/✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❞(♦✐/❡ ♣♦)✐/✐✈❡ ♣❡✉/ C/(❡ ?❝(✐/❡ )♦✉) ❧❛ ❢♦(♠❡ ✿
y+ =
1
Tc
t− 1
2
. ✭❇✳✻✹✮
▲✬✐♥)/❛♥/ t1 ♣❡✉/ C/(❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥/ ❝❛❧❝✉❧? ✿
❆ t = t1 =⇒ y+ − β = 0✳ ❊♥ (❡♠♣❧❛<❛♥/ y+ ♣❛( ✭❇✳✻✹✮✱ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥)/❛♥/ t1 ❡)/
♦❜/❡♥✉❡ ✿
t1 = (β +
1
2
)Tc. ✭❇✳✻✺✮
❊/ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞✉ (❛♣♣♦(/ ❝②❝❧✐@✉❡ )✬?❝(✐/ )♦✉) ❧❛ ❢♦(♠❡ ✿
α =
t
❖◆
Tc
. ✭❇✳✻✻✮
❆✈❡❝ t
❖◆
= Tc − t1✳ ❉♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥/ ❡♥ (❡♠♣❧❛<❛♥/ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞❡ ✭❇✳✻✺✮ ❞❛♥) ✭❇✳✻✻✮✱
❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞✉ (❛♣♣♦(/ ❝②❝❧✐@✉❡ ❡)/ ❞?✜♥✐❡ ♣❛( ✿
α =
1
2
− β. ✭❇✳✻✼✮
❇✳✶✳✹✳✷ ❉❡♥( ❞❡ *❝✐❡ ✐♥✈❡.*/❡ ❡♥(.❡ [−1
2
, 1
2
]
❋✐❣✉.❡ ❇✳✶✵❜ ♦6 ❧❛ ♣♦.(❡✉*❡ ❡*( ✉♥❡ ❞❡♥( ❞❡ *❝✐❡ ✐♥✈❡.*/❡ ❜♦.♥/❡ ❡♥(.❡ ❡♥(.❡ [−1
2
, 1
2
]✳
❋✐❣✉$❡ ❇✳✶✷ ✕ ❙✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♥. ❞❡ /❝✐❡ ✐♥✈❡0/1❡ ❡♥.0❡ [−12 , 12 ]
❊◆■❚✲▲●O ✷✵✶✻ ✶✾✾
❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❊①♣(❡))✐♦♥ ❞❡) (❡❧❛/✐♦♥) ❡♥/(❡ ❧❛ ♣♦(/❡✉)❡ ❡/ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡
▲✬45✉❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞(♦✐/❡ ❞❡ y− 5✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡ ✐♥/❡(✈❛❧❧❡ [0, Tc] ❡)/ ✿
y− = −At+B. ✭❇✳✻✽✮
▲❡) ♣❛(❛♠=/(❡) A ❡/ B )♦♥/ ♦❜/❡♥✉) ♣❛( ✿{
At = 0 =⇒ B = 1
2
(origine)
A = 1
Tc
. ✭❇✳✻✾✮
❉♦♥❝ ❡♥ (❡♠♣❧❛A❛♥/ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❞❡ B ❡/ A ❞❛♥) ❧✬45✉❛/✐♦♥ ❇✳✻✽✱ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞❡ ❧✬45✉❛/✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❞(♦✐/❡ ♣♦)✐/✐✈❡ ♣❡✉/ C/(❡ 4❝(✐/❡ )♦✉) ❧❛ ❢♦(♠❡ ✿
y− = − 1
Tc
t+
1
2
. ✭❇✳✼✵✮
▲✬✐♥)/❛♥/ t1 ♣❡✉/ C/(❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥/ ❝❛❧❝✉❧4 ✿
❆ t = t1 =⇒ y− − β = 0✳ ❊♥ (❡♠♣❧❛A❛♥/ y− ♣❛( ✭❇✳✼✵✮✱ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥)/❛♥/ t1 ❡)/
♦❜/❡♥✉❡ ✿
t1 = (
1
2
− β)Tc. ✭❇✳✼✶✮
❊/ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞✉ (❛♣♣♦(/ ❝②❝❧✐5✉❡ )✬4❝(✐/ )♦✉) ❧❛ ❢♦(♠❡ ✿
α =
t
❖◆
Tc
. ✭❇✳✼✷✮
❆✈❡❝ t
❖◆
= t1✳ ❉♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥/ ❡♥ (❡♠♣❧❛A❛♥/ ❧✬❡①♣(❡))✐♦♥ ❞❡ ✭❇✳✼✶✮ ❞❛♥) ✭❇✳✼✷✮✱ ❧✬❡①♣(❡)✲
)✐♦♥ ❞✉ (❛♣♣♦(/ ❝②❝❧✐5✉❡ ❡)/ ❞4✜♥✐❡ ♣❛( ✿
α =
1
2
− β. ✭❇✳✼✸✮
❉❡✉①✐%♠❡ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ❞❡ +,❛✈❛✐❧
{
Si T (t) > β =⇒ C1 = 0
Si T (t) < β =⇒ C1 = 1
. ✭❇✳✼✹✮
◆♦✉) ❝♦♥)/❛/♦♥) 5✉❡ ❞❛♥) ❝❡ ❝❛) ✐❧ ♥ ② ❛ 5✉❡ ❧❛ ❞✉(4❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝/✐♦♥ 5✉✐ ❝❤❛♥❣❡✳
✷✵✵ ❊◆■❚✲▲●T ✷✵✶✻
❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❘❛♣♣❡❧* ♠❛,❤.♠❛,✐0✉❡*
❆♥♥❡①❡ ❈
❘❛♣♣❡❧) ♠❛+❤-♠❛+✐/✉❡)
❈✳✶ #$♦❞✉✐) ❞❡ ❑$♦♥❡❝❦❡$
❙♦✐, ❞❡✉① ♠❛,5✐❝❡* A✱ ❞❡ ❢♦5♠❛, (m,n) ❡, B✱ ❞❡ ❢♦5♠❛, (p, q)✱ ❬✶✵✽❪ ✿
{
A = [ai,j] ❛✈❡❝ i = 1, . . . ,m ❡, j = 1, . . . , n
B = [bk,l] ❛✈❡❝ k = 1, . . . , p ❡, l = 1, . . . , q
✭❈✳✶✮
▲❡ ♣5♦❞✉✐, ❞❡ ❑5♦♥❡❝❦❡5 A⊗ B ❡*, ❧❛ ♠❛,5✐❝❡ ❞.✜♥✐❡ ♣❛5 ✿
A⊗ B =


a11B a12B . . . a1nB
a21B a22B . . . a2nB
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
am1B am2B . . . amnB

 ✱ ❞❡ ❢♦5♠❛, (mp, nq) ✭❈✳✷✮
❈✳✶✳✶ #$♦♣$✐()(* ❞✉ ♣$♦❞✉✐) ❞❡ ❦$♦♥❡❝❦❡$
G❛5♠✐ ❧❡* ♣5♦♣5✐.,.* ❞✉ ♣5♦❞✉✐, ❞❡ ❦5♦♥❡❝❦❡5✱ ❬✶✵✾❪ ✱
❊◆■❚✲▲●G ✷✵✶✻ ✷✵✶
❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❘❛♣♣❡❧* ♠❛,❤.♠❛,✐0✉❡*


(A⊗ B)(C ⊗D) = AC ⊗ BD
(A⊗ B)−1 = A−1 ⊗ B−1
(A⊗ B)′ = A′ ⊗ B′
(A⊗ In)(Im ⊗ B) = A⊗ B = (Im ⊗ B)(A⊗ In)
0⊗ A = A⊗ 0 = 0
A⊗ (B1 +B2) = A⊗ B1 + A⊗ B2
(aA)⊗ (bB) = (ab)(A⊗ B)
(A⊗ B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C)
(A⊗ B)T = AT ⊗ BT
(A⊗ B)∗ = A∗ ⊗ B∗
✭❈✳✸✮
❈✳✷ ❋❛❝&♦(✐*❛&✐♦♥ ❞✉ (❛♥❣ ♠❛①✐♠❛❧
❙♦✐, ✉♥❡ ♠❛,7✐❝❡ A(m∗n) ❞❡ 7❛♥❣ Rg = r✱ ❛❧♦7* ✐❧ ❡①✐*,❡ ❞❡✉① ♠❛,7✐❝❡* C(m∗ r) ❡, E(r ∗n)
❞❡ 7❛♥❣ ♣❧❡✐♥ ✿
Rg(C) = Rg(E) = r, ✭❈✳✹✮
,❡❧❧❡* 0✉❡ ✿
A = CE. ✭❈✳✺✮
▲❡* r ✈❡❝,❡✉7* ❞❡ ❧❛ ♠❛,7✐❝❡ C *♦♥, ❧✐♥.❛✐7❡♠❡♥, ✐♥❞.♣❡♥❞❛♥,*✳ ▲❡* n ❝♦❧♦♥♥❡* ❞❡ ❧❛ ♠❛,7✐❝❡
A *♦♥, ❞❡* ❝♦♠❜✐♥❛✐*♦♥* ❧✐♥.❛✐7❡* ❞❡* ✈❡❝,❡✉7* ❞❡ ❧❛ ♠❛,7✐❝❡ C✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡* ❝♦♠❜✐♥❛✐*♦♥*
❢♦7♠❡ ✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ E✳
❈✳✸ ❉✐✛5(❡♥&❡* ♠❛&(✐❝❡* ✉&✐❧✐*5❡*
ANPC =

1 0 −1 0 0 0 0 0 00 0 0 1 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 −1

 . ✭❈✳✻✮
DNPCτ =

 2 0 −2 −1 0 1 −1 0 1−1 0 1 2 0 −2 −1 0 1
−1 0 1 −1 0 1 2 0 −2

 . ✭❈✳✼✮
D′NPCτ =
[
2 0 −2 −1 0 1 −1 0 1
−1 0 1 2 0 −2 −1 0 1
]
. ✭❈✳✽✮
✷✵✷ ❊◆■❚✲▲●N ✷✵✶✻
❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❘❛♣♣❡❧* ♠❛,❤.♠❛,✐0✉❡*
BNPC =


1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0


. ✭❈✳✾✮
AMMC =

1 12 0 0 0 0 0 0 00 0 0 1 1
2
0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1
2
0

 . ✭❈✳✶✵✮
DMMCτ =

 2 1 0 −1 −12 0 −1 −12 0−1 −1
2
0 2 1 0 −1 −1
2
0
−1 −1
2
0 −1 −1
2
0 2 1 0

 . ✭❈✳✶✶✮
D′MMCτ =
[
2 1 0 −1 −1
2
0 −1 −1
2
0
−1 −1
2
0 2 1 0 −1 −1
2
0
]
. ✭❈✳✶✷✮
BMMC =


1 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1


. ✭❈✳✶✸✮
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IGBT Modules
SKM 50GB123D
SKM 50GAL123D
Features
? ??? ????? ???????? ???????????? ??? ?????????? ????? ??? ???? ??????? ???? ?????????????? ??????????
? ???? ????? ??????? ??????????? ?????? ????? ?? ???????? ???? ??? ???? ??? ??????? ???????? ?????? ???? ????? ???????? ??????? ?????? ???????
???????????
?Typical Applications
? ?? ???????? ??????? ????? ????????
GB GAL
Absolute Maximum Ratings ?? ? ?? ??? ?????? ????????? ?????????
Symbol Conditions Values Units
IGBT
???? ?? ? ?? ?? ???? ?
?? ?? ? ??? ?? ????? ? ?? ?? ?? ?
????? ? ?? ?? ?? ?
???? ???????????? ??? ?
???? ? ?? ?
???? ??? ? ??? ?? ??? ? ?? ??
???? ? ???? ?
?? ? ??? ?? ?? ??
Inverse Diode
?? ?? ? ??? ?? ????? ? ?? ?? ?? ?
????? ? ?? ?? ?? ?
???? ???? ? ??????? ??? ?
???? ?? ? ?? ??? ???? ?? ? ??? ?? ??? ?
Freewheeling Diode
?? ?? ? ??? ?? ????? ? ?? ?? ?? ?
????? ? ?? ?? ?? ?
???? ???? ? ??????? ??? ?
???? ?? ? ?? ??? ???? ?? ? ??? ?? ??? ?
Module
??????? ??? ?
??? ? ?? ??????? ??
???? ??? ??
????? ??? ? ???? ???? ?
Characteristics ?? ? ?? ??? ?????? ????????? ?????????
Symbol Conditions min. typ. max. Units
IGBT
??????? ??? ? ???? ?? ? ? ?? ??? ??? ??? ?
???? ??? ? ? ?? ??? ? ???? ?? ? ?? ?? ??? ??? ??
?? ? ??? ?? ??
???? ?? ? ?? ?? ? ???? ?
?? ? ??? ?? ??? ???? ?
??? ??? ? ?? ? ?? ? ???? ?? ?? ??
?? ? ????? ?? ?? ??
???????? ????? ? ?? ?? ??? ? ?? ? ?? ? ???????????? ??? ? ?
?? ? ????????????? ??? ??? ?
???? ??? ?????? ??? ? ??? ??? ? ? ? ? ? ? ??? ??? ??
???? ??? ??
?? ??? ? ??? ? ???? ??? ??
????? ?? ? ?? ??? ?
?????? ?? ???? ???? ? ?? ? ??? ? ???? ?? ????? ?????? ??? ? ????????? ????? ? ?? ? ?? ? ??? ?? ??? ???? ?? ??
???? ??? ??
???????? ??? ???? ??? ??
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SEMITRANS
®
2
IGBT Modules
SKM 50GB123D
SKM 50GAL123D
Features
? ??? ????? ???????? ???????????? ??? ?????????? ????? ??? ???? ??????? ???? ?????????????? ??????????
? ???? ????? ??????? ??????????? ?????? ????? ?? ???????? ???? ??? ???? ??? ??????? ???????? ?????? ???? ????? ???????? ??????? ?????? ???????
???????????
?Typical Applications
? ?? ???????? ??????? ????? ????????
GB GAL
Characteristics
Symbol Conditions min. typ. max. Units
Inverse Diode
?? ? ??? ????? ? ?? ?? ??? ? ? ? ?? ? ?? ?????????? ? ??? ?
?? ? ??? ?????????? ??? ?
??? ?? ? ?? ?? ??? ??? ?
?? ? ??? ?? ?
?? ?? ? ?? ?? ?? ?? ??
?? ? ??? ?? ?? ??
???? ????? ? ?? ? ?? ? ??? ?? ?? ???? ????? ? ??? ???? ? ??
??? ??? ? ???? ? ??
???????? ??? ????? ??? ??
Freewheeling Diode
?? ? ??? ????? ? ?? ?? ??? ? ? ? ?? ? ?? ?????????? ? ??? ?
?? ? ??? ?????????? ??? ?
??? ?? ? ?? ?? ??? ??? ?
?? ? ??? ?? ?
?? ?? ? ?? ?? ?? ?? ?
?? ? ??? ?? ?
???? ????? ? ?? ? ?? ? ??? ?? ?? ???? ????? ? ??? ???? ? ??
??? ??? ? ???? ? ??
???????? ??? ????? ??? ??
Module
??? ?? ??
???? ??? ????? ????????????? ?????? ?? ?? ???? ??
?????? ??? ?? ? ??
???????? ??? ?????? ???? ??
?? ?? ???? ???? ?? ? ? ??
?? ?? ????????? ?? ??? ? ??
? ??? ?
This is an electrostatic discharge sensitive device (ESDS), international standard
IEC 60747-1, Chapter IX.
This technical information specifies semiconductor devices but promises no
characteristics. No warranty or guarantee expressed or implied is made regarding
delivery, performance or suitability.
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Fig. 1 Typ. output characteristic, inclusive R
CC'+ EE'
Fig. 2 Rated current vs. temperature I
C
= f (T
C
)
Fig. 3 Typ. turn-on /-off energy = f (I
C
) Fig. 4 Typ. turn-on /-off energy = f (R
G
)
Fig. 5 Typ. transfer characteristic Fig. 6 Typ. gate charge characteristic
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Fig. 7 Typ. switching times vs. I
C
Fig. 8 Typ. switching times vs. gate resistor R
G
Fig. 9 Transient thermal impedance Fig. 10 CAL diode forward characteristic
Fig. 11 Typ. CAL diode peak reverse recovery current Fig. 12 Typ. CAL diode recovered charge
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❆♥♥❡①❡ ❊✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡, ♣❡./❡, ♣❛. ❝♦♠♠✉/❛/✐♦♥
❆♥♥❡①❡ ❊
❈❛❧❝✉❧ ❞❡+ ♣❡-.❡+ ♣❛- ❝♦♠♠✉.❛.✐♦♥
3❛.♠✐ ❧❡, ♠4/❤♦❞❡, ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡, ♣❡./❡, ♣❛. ❝♦♠♠✉/❛/✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐,/❡ ❧❛ ♠4/❤♦❞❡ ❞✬❡,/✐♠❛/✐♦♥
❞❡, ♣❡./❡, ❡♥ ❧❡, ❝❛❧❝✉❧❛♥/ ❞✐.❡❝/❡♠❡♥/ 8 ♣❛./✐. ❞❡, ❛❜❛:✉❡, ❞♦♥♥4❡, ♣❛. ❧❡ ❝♦♥,/.✉❝/❡✉. ❞❛♥,
❧❡ ❞❛/❛ ,❝❤❡❡/✱ :✉✐ ❞♦♥♥❡♥/ ❧✬4✈♦❧✉/✐♦♥ ❞❡ ❧✬4♥❡.❣✐❡ ♣❡.❞✉❡ 8 ❝❤❛:✉❡ ❝♦♠♠✉/❛/✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥
❞✉ ❝♦✉.❛♥/ ♣♦✉. ✉♥❡ /❡♥,✐♦♥ ❞♦♥♥4❡✳ ◆♦✉, ♣♦✉✈♦♥, ❛♣♣.♦①✐♠❡. ❧❡, ❝♦✉.❜❡, ♣❛. ❞❡, ♣♦❧②♥@♠❡,
❞✉ ,❡❝♦♥❞ ♦.❞.❡ ❡/ ❞✬❡♥ /✐.❡. ❧❡, ❝♦❡✣❝✐❡♥/, ♥4❝❡,,❛✐.❡, ♣♦✉. ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉♦♥❝ ❧✬4♥❡.❣✐❡ /♦/❛❧❡ ,❡
❝❛❧❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡ ,✉✐/ ✿
PcommT,D = (ETON + ETOFF + Err)Fd = (e2 ∗ i2com + e1 ∗ icom + e0)
Vcom
Vce,typ
Fd. ✭❊✳✶✮
Vcom ❡/ icom ,♦♥/ ❧❛ /❡♥,✐♦♥ ✉/✐❧✐,4❡ ❡/ ❧❡ ❝♦✉.❛♥/ ❝♦♠♠✉/4, ❞✉ ❝♦♠♣♦,❛♥/ .❡,♣❡❝/✐✈❡♠❡♥/✱
Vce,typ ❧❛ /❡♥,✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝/❡✉.✲4♠❡//❡✉. ✉/✐❧✐,4❡ ❞✉.❛♥/ ❧❡, /❡,/, ❞❡, ❞♦♥♥4❡, ❝♦♥,/.✉❝/❡✉.,✱ e2✱ e1
❡/ e0 ,♦♥/ ❧❡, ❝♦❡✣❝✐❡♥/, ❞✬4♥❡.❣✐❡ ♦❜/❡♥✉, ♣❛. ❛♣♣.♦①✐♠❛/✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦❧②♥@♠❡ ❞❡ ✷♥❞ ♦.❞.❡✱
❡/ icom ❡,/ ❝❛❧❝✉❧4 ,❡❧♦♥ ❧❡ ❝♦♠♣♦,❛♥/ :✉✬✐❧ /.❛✈❡.,❡✳
❯♥❡ ❢♦✐, :✉❡ ❧❡, ❝♦❡✣❝✐❡♥/, e2✱ e1 ❡/ e0 ,❡.♦♥/ ❞4✜♥✐, ♣❛. ❛♣♣.♦①✐♠❛/✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦❧②♥@♠❡
❞❡ ✷♥❞ ♦.❞.❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞.❛ ❝❛❧❝✉❧❡. ❧❡ ❝♦✉.❛♥/ ♠♦②❡♥ icom ❡/ ❧❡ ❝♦✉.❛♥/ ❡✣❝❛❝❡ i
2
com :✉✐ /.❛✈❡.,❡
❧✬■●❇❚ ❡/ ❧❛ ❞✐♦❞❡✳ 3♦✉. ❝❡❧❛ ♥♦✉, ♣.4,❡♥/♦♥, ❧✬❛.❝❤✐/❡❝/✉.❡ ❞✉ ❜.❛, ❞✬♦♥❞✉❧❡✉. 4/✉❞✐4 ✿
❊◆■❚✲▲●3 ✷✵✶✻ ✷✶✶
❆♥♥❡①❡ ❊✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡, ♣❡./❡, ♣❛. ❝♦♠♠✉/❛/✐♦♥
❋✐❣✉$❡ ❊✳✶ ✕ ❇"❛$ ❞✬♦♥❞✉❧❡✉" ,-✉❞✐,
❊♥ ,❡ ♣❧❛3❛♥/ ❞❛♥, ❧✬❤②♣♦/❤7,❡ ❞❡ ♣.❡♠✐❡. ❤❛.♠♦♥✐8✉❡✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ✿
{
v = Emasinθ
i = Imaxsin(θ − ϕ)
, ✭❊✳✷✮
❛✈❡❝ ma ❧❛ ♣.♦❢♦♥❞❡✉. ❞❡ ♠♦❞✉❧❛/✐♦♥ ma =
Vm
Vp
✱ Vm ❡,/ ❧❛ ✈❛❧❡✉. ❝.@/❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛♥/❡ ❡/ Vp
❡,/ ❧❛ ✈❛❧❡✉. ❝.@/❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦./❡✉,❡✳
❋✐❣✉$❡ ❊✳✷ ✕ /"❡♠✐❡" ❤❛"♠♦♥✐2✉❡ ❞❡ -❡♥$✐♦♥ ❞❡ $♦"-✐❡ ❡- ❞❡ ❝♦✉"❛♥- ❞❡ ❝❤❛"❣❡
▲❛ ✈❛❧❡✉. ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ /❡♥,✐♦♥ ❞❡ ,♦./✐❡ B ❧✬C❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣C.✐♦❞❡ ❞❡ ❞C❝♦✉♣❛❣❡ ❡,/ ✿
< V >Tc= E(2α− 1). ✭❊✳✸✮
❆ ♣❛./✐. ❞❡ ❧B✱ ♦♥ ❡♥ ❞C❞✉✐/ ❧✬❡①♣.❡,,✐♦♥ ❞❡ .❛♣♣♦./ ❝②❝❧✐8✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ θ ❝♦♠♠❡ ,✉✐/ ✿
α =
1
2
+
1
2
masinθ. ✭❊✳✹✮
✷✶✷ ❊◆■❚✲▲●M ✷✵✶✻
❆♥♥❡①❡ ❊✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡, ♣❡./❡, ♣❛. ❝♦♠♠✉/❛/✐♦♥
❊✳✶ ❊①♣%❡''✐♦♥ ❞❡' ❝♦✉%❛♥/' ♠♦②❡♥' ❡/ ❡✣❝❛❝❡'
❆✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡. ❧❡, ❝♦✉.❛♥/, ♠♦②❡♥, ❡/ ❡✣❝❛❝❡, ❞❛♥, ❧❡, ❝♦♠♣♦,❛♥/, ❞❡, ,❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝/❡✉.,✱
♥♦✉, ❛✈♦♥, ❧❡, .❡❧❛/✐♦♥, ,✉✐✈❛♥/❡, ✿
• :♦✉. ❧❡, ❝♦✉.❛♥/, ♠♦②❡♥, ✿{
< iT1 > + < iD2 >=
Imax
pi
< iT2 > + < iD1 >=
Imax
pi
✭❊✳✺✮
• :♦✉. ❧❡, ❝♦✉.❛♥/, ❡✣❝❛❝❡, ✿{
i2effT1
+ i2effD2
= I
2
max
4
i2effT2
+ i2effD1
= I
2
max
4
✭❊✳✻✮
❊✳✶✳✶ ❈♦✉&❛♥) ♠♦②❡♥ ❞❛♥. ❧✬✐♥)❡&&✉♣)❡✉& T1
< iT
1
>=
1
2pi
∫ ϕ+pi
ϕ
iT1dθ =
1
2pi
∫ ϕ+pi
ϕ
iθα(θ)dθ ✭❊✳✼✮
❡♥ .❡♠♣❧❛@❛♥/ iT1 ❡/ α(θ) ♣❛. ❧❡✉. ❡①♣.❡,,✐♦♥✱♥♦✉, /.♦✉✈♦♥, ❝❡ A✉✐ ,✉✐/ ✿
< iT1 >=
1
2pi
∫ ϕ+pi
ϕ
(Imaxsin(θ − ϕ))(1
2
+
1
2
masinθdθ) ✭❊✳✽✮
▲❡ .D,✉❧/❛/ ❞❡ ❧✬✐♥/D❣.❛❧❡ ❞♦♥♥❡ ✿
< iT1 >=
Imax
2pi
(1 +
pi
4
macosϕ) ✭❊✳✾✮
❊✳✶✳✷ ❈♦✉&❛♥) ♠♦②❡♥ ❞❛♥. ❧❛ ❞✐♦❞❡ D2
❆ /.❛✈❡., ❧✬DA✉❛/✐♦♥ ❊✳✺ ❡/ ❝❡❧❧❡ ❞D✜♥✐❡ ❞❛♥, ❊✳✶✵✱ ♥♦✉, ♣♦✉✈♦♥, ❞D❞✉✐.❡ ❧✬❡①♣.❡,,✐♦♥ ❞❡
< iD2 > ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐J.❡ ,✉✐✈❛♥/❡ ✿
< iD2 >=
Imax
2pi
(1− pi
4
macosϕ) ✭❊✳✶✵✮
❊✳✶✳✸ ❈♦✉&❛♥) ♠♦②❡♥ ❞❛♥. T2 ❡) D1
❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠L♠❡ ♠❛♥✐J.❡ A✉❡ ♣.D❝D❞❡♠♠❡♥/ ❧❡, ❝♦✉.❛♥/, ♠♦②❡♥, ❞❛♥, T2 ❡/ D1✳
< iT2 >=
1
2pi
∫ ϕ+2pi
ϕ+pi
−iθ(1− α(θ))dθ, ✭❊✳✶✶✮
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❆♥♥❡①❡ ❊✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡, ♣❡./❡, ♣❛. ❝♦♠♠✉/❛/✐♦♥
❞✬♦4 ✿
< iT2 >=
Imax
2pi
(1 +
pi
4
macosϕ) ✭❊✳✶✷✮
< iD1 >=
Imax
2pi
(1− pi
4
macosϕ) ✭❊✳✶✸✮
❊✳✶✳✹ ❈♦✉'❛♥* ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥/ ❧✬✐♥*❡''✉♣*❡✉' T1
i2effT1
=
1
2pi
∫ ϕ+pi
ϕ
iT1
2dθ =
1
2pi
∫ ϕ+pi
ϕ
(I2maxsin
2(θ − ϕ))(1
2
+
1
2
masinθdθ) ✭❊✳✶✹✮
▲❡ .=,✉❧/❛/ ❞❡ ❧✬✐♥/=❣.❛❧❡ ❞♦♥♥❡ ✿
i2effT1
=
I2max
8
(1 +
8
3pi
macosϕ) ✭❊✳✶✺✮
❊✳✶✳✺ ❈♦✉'❛♥* ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥/ ❧❛ ❞✐♦❞❡ D2
❆ ♣❛./✐. ❞❡, =@✉❛/✐♦♥ ❊✳✶✺ ❡/ ❊✳✻✱ ♥♦✉, ♦❜/❡♥♦♥, ✿
i2effD2
=
I2max
8
(1− 8
3pi
macosϕ) ✭❊✳✶✻✮
❊✳✶✳✻ ❈♦✉'❛♥* ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥/ T2 ❡* D1
❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠E♠❡ ♠❛♥✐F.❡ @✉❡ ♣.=❝=❞❡♠♠❡♥/ ❧❡, ❝♦✉.❛♥/, ♠♦②❡♥, ❞❛♥, T2 ❡/ D1✳
i2effT1
=
I2max
8
(1 +
8
3pi
macosϕ) ✭❊✳✶✼✮
i2effD2
=
I2max
8
(1− 8
3pi
macosϕ) ✭❊✳✶✽✮
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